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#��&��%&6 ��� &(%� �� '��%�� -& �����%%&�� � %�A� -"�*$6 �&�&"&�
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�+ �'��%��&- CGE6 � ���B� -%��&�%��%,+ '��%�� � "��$��-������+
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- '"�"&(�6 - *�"� &2J%&��� �� ���&%&-� �-&� '"�(���-��%�$ & *�"�
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&2&�&��� 1�*�� � *&*�%�� �*'����� *�B(� %�*�6 -��$@� %� -"�J�%��
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�&"*���*�

R1(θ) = RX(θ) =

⎛
⎝1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

⎞
⎠

R2(θ) = RY (θ) =

⎛
⎝cos θ 0 − sin θ

0 1 0
sin θ 0 cos θ

⎞
⎠

R3(θ) = RZ(θ) =

⎛
⎝ cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

⎞
⎠

%&



0�"-,� '&-&"&� %� �4&� ψ 2�(�* '"&-&(��� -&�"�4 &�� OZ (& ��+ '&"6
'&�� &�� oz %� &��B���$ - '�&��&��� OZY � 0"� 7�&* �&��� '�"�����%�$
'�&��&���� OXY � oxy6 %��,-��*�$ ���&*6 &��B���$ ��B�J�� %�
&�� OX� �4&� ψ %��,-����$ �4�&* '"�#����� � -,'&�%�%%,� '&-&"&�
��(����$ *��"�#�� R3(ψ) ��&"&� '&-&"&� 2�(�* -,'&�%$�� -&�"�4 &��
OX %� �4&� θ6 (& ��+ '&"6 '&�� &�� oz - '�&��&��� OZY %� �&-'�(��
� &��@ OZ� �4&� θ %��,-����$ �4�&* %���#�� � -,'&�%�%%,� '&-&"&�
��(����$ *��"�#�� R2(θ)� 0&���(%�� '&-&"&�6 �%&-� -&�"�4 &�� OZ6
2�(�* -,'&�%$��6 (& ��+ '&"6 '&�� &�� ox - '�&��&��� OXY %� �&-'�(��
� OX� 1���@������%,� '&-&"&� %� �4&� φ &'��,-����$ *��"�#��
R3(φ)� ����* &2"��&*6 �"� �4�� `���"� (ψ, θ, ϕ) '&�%&���@ &'"�(��$@�
'"�&2"��&-�%��

rXY Z = R3(φ)R2(θ)R3(ψ)rxyz = Rresrxyz.

��������"�@J�$ *��"�#� '&-&"&�� Rres %��,-����$ *��"�#��
%�'"�-�$@J�+ �&��%��&-� ��� �@2�$ *��"�#� '&-&"&�� &%�
&"�&4&%���%� R−1 = RT 6 �� ��&�2#, &'"�(��$@� %�'"�-�$@J��
�&��%��, &��� �����*, ���� xyz - �%�"#����%&� �����*� XY Z6 ��"&��
) %�'"�-�$@J�� �&��%��, &��� �%�"#����%&� �����*, - �����*�
�&&"(�%�� �����

�(%��&6 (�$ &'���%�$ &"��%��#�� 1�*�� '"�%$�& ��'&���&-���
-*���& �"�+6 '$�� '�"�*��"&- -"�J�%�$ 1�*�� V0�1X� �4�, '"�#�����
� %���#�� ∆ε V(&�4&�� -&�+&($J�4& ���� 7���'����X ∆ψ V%���&%�%��
7���'����X &'"�(��$@� &"��%��#�@ �"�(%�� &�� -"�J�%�$ 1�*�� -
�%�"#����%&� �����*� &������ ����6 �4&� θ6 %� �&�&",� '&-�"%�����
1�*�$6 &'"�(��$���$ "��%&���@ A��� -"�*�%� uvD)uvx6 �&&"(�%��,
'&�@�� xp6 yp ��(�@� '&�&B�%�� *4%&-�%%&� &�� -"�J�%�$ - �����*�
&������6 �-$��%%&� � 1�*���� 0�"�*��", -"�J�%�$ 1�*�� ���B�� (�$
'"�&2"��&-�%�$ *�B(� ��*%&� � %�2��%&� �����*�*� &������6 �&�&"&�
-,'&�%$���$ '& �&"*���

rcrs = PN(t)R(t)W (t)rtrs, VD�DX

4(� rtrs ) "�(���)-���&" �&��� - ��*%&� �����*�6 �&�&",� �*%&B����$
%� *��"�#, '&-&"&��5 W H &2���&-��%%&� (-�B�%��* '&�@�&-6 ZM

%2



H '"�#������ � %���#���6 R H �4�&-,* -"�J�%��* 1�*��� ���-�(%&6
��& ��'&���&-�%�� '$�� '�"�*��"&- '"�('&��4��� %������ %��&�&"&�
'"&*�B��&�%&� �����*, �&&"(�%��� ��%�A� ����$ �����*� ��(�-�����
� ��'&���&-�%��* �"�(%�� &�� -"�J�%�$ 1�*��6 '"&+&($J�� ��"��
��B(�%�"&(%,� 7��*�"�(%,� '&�@� V�`0X� 0&�&B�%�� 7�&� &�� -
���� &'��,-��&�� ��&"��� '"�#����� � %���#�� � %� �&(�"B��&
�&*'&%�%� � '�"�&(&* *�%�� ! ���&�� �&4���%& "��&�@#�$*6 '"�%$�,*
%� UU_^ ����*2��� �
� - !TTT 4� � -���'�-A�* - ���� D
$%-�"$ !TTF 4� CFIE6 ��B(�%�"&(%,� 7��*�"�(%,� '&�@� V�`0X6
�&�&",� (& 7�&4& &'"�(��$� '&�&B�%�� ��"�(%�%%&� &�� -"�J�%�$
1�*��6 ��*�%�% %�2��%,* '"&*�B��&�%,* %����&* V�0�X6 ���
'&�@�&* �"�(%�� &�� �����"�%�� ����* &2"��&*6 '"&*�B��&�%&�
�����*&� ��'�"� $-�$���$ �����*� �����"�%�� � ���� � �1��
--�(�%, �&���6 ��B�J�� %� 7�-��&"� '"&*�B��&�%&� �����*, &������6
%��-�%%,� �&&�-����-�%%& ��2��%,* 7��*�"�(%,* %����&* V�`�X
� ��*%,* 7��*�"�(%,* %����&* V1`�X� �2� 7�� �&��� $-�$@��$6
��� %��,-��*,*�6 %�-"�J�@J�*��$ %�����*� V��X� �4�&* -"�J�%�$
1�*�� V��1X '"�%$�& ������� �4&� θ *�B(� 7��*� (-�*$ �&���*�6
��*�"�%%,� '& 7�-��&"� '"&*�B��&�%&� �����*, &������ ���� -
'�&��&���6 '�"'�%(����$"%&� &��6 '"&+&($J�� ��"�� �0� � 4�&#�%�"�
	-�B�%�� �0� - %�2��%&� �����*� &������ %� �&(�"B�� �&*'&%�%� �
'�"�&(�*� *�%�� ! ���&� V����&�, &� )T� (& T� #���&- �� �-��(%,�
����� ����@��%,X6 � &'"�(��$���$ ��&"��� '"�#����� � %���#��
�
�!TTT � �&�%&���@ %� +�B� T�! *� (�4�6 '&'"�-�� &'"�(��$@��$
�� %�2�@(�%��� �& -"�J�@J���$ ��*%&� �����*� &������ ��*�%�%��
'&�&B�%�$ �0� '"&��+&(�� � ����&��*�6 ��B�J�*� -%� &2"��%&4&
���&�%&4& (��'��&%� V����&�, &� )D� (& )T� #���&- - �-��(%,� �����
����@��%,X � &'"�(��$���$ �&&"(�%���*� '&�@�� xp � yp� �&&"(�%��,
'&�@�� &'"�(��$@��$ - '"$*&�4&��%&� �����*�6 #�%�" �&�&"&� �-$��%
� '&�@�&* �1��6 &�� U %�'"�-��%� -(&�� ��B(�%�"&(%&4& &'&"%&4&
*�"�(��%� V���X V'"&+&($J�4& '"�*�"%& - ��� *��"�+ &� &�*����
�"�%-�����&� &2��"-��&"��X6 &�� � H '& %�'"�-��%�@ *�"�(��%� STo

��'�(%&� (&�4&�,� 	-�B�%�� '&�@��6 - &�%&-%&*6 &'"�(��$���$ ��

�/



%�2�@(�%��6 ���� (&����&�%& �&�%�@ ��&"�@ (-�B�%�$ '&�@�� '&������
'&�� %� �(��&��� ��&"�$ ��"&���$ %� &�%&-� �"�-%�%�$

d

dt
�H + �w × �H = �L, VD�!X

4(� �H = I �w + �h H �4�&-&� *&*�%�6 I H ��%�&" �%�"#��6 �w H -���&"
�4�&-&� ��&"&��� -"�J�%�$ 1�*��6 �h H &�%&������%,� �4�&-&� *&*�%�6
� �L H �4�&-&� *&*�%� ���� 
��� (�$ '"�#����� � %���#�� *&*�%�
��� �& ��&"&%, �&�%#�6 ��%, � '��%�� - &�%&-%&* ��-����%6 �& ���,6
&2����-��-�@J�� (-�B�%�� '&�@�� ��-���%, %� -��4(�� � "��(��� F�G6
'&�-$J�%%&* �'���"���%&*� �%�����6 2�(�� 2&��� '&("&2%& "���*&�"�%,
�'���"���%,� �&���-�$@J�� (-�B�%�$ '&�@���

�&4���%& �&%-�%#�$* CFIE6 �%���%�$ '�"�*��"&- (-�B�%�$ '&�@��
����(,-�@��$ �� �"�+ �&���-�$@J�+

(xp, yp) = (x, y)IERS + (∆x,∆y)tidal + (∆x,∆y)nutation,

4(� (x, y)IERS ) �&&"(�%��, '&�@��6 '�2�����*,� ���1 '&
%�2�@(�%�$*6 -�&"&� ���4��*&� H ���&�%,� � '&�����&�%,� �&*'&%�%�,6
�"���� H -,�&�&����&�%,� %���#�&%%,� �&*'&%�%�,� � (��'��&%
(-�B�%�$ '&�@�� &���,-�@��$ '�"�%���%, %���#�&%%,� �&*'&%�%�, �
'�"�&(�*� *�%�A� (-�+ ���&� - %�2��%&� �����*� &������� ���&�%,�
'"$*,� %���#�&%%,� �&*'&%�%�, �&&�-����-�@� (&�4&'�"�&(������*
'"$*,* � &2"��%,* �&���-�$@J�* - (-�B�%�� '&�@��6 '&�����&�%,�
'"$*,� %���#�� H '"$*,* ���&�%,* -�"��#�$* - (-�B�%��
'&�@��� 	&�4&'�"�&(������� �&*'&%�%�, -��@��%, - (x, y)IERS6
'"&��� �"�2����$ (&2�-�$��� ����* &2"��&*6 &2���&-��%%,� "��%,*�
'"���%�*� &���&%�%�$ -& -"�J�%�� 1�*��6 &���,-�@��$ -��@��%, -
&(%� 4"�''�� ���(���%�� *�B(� �&*'&%�%��*� (xp, yp) � (ε, ψ) �(���%&
%� '& '"���%�6 &2����-��-�@J�� $-��%�$6 � '& ����&�%&*� (��'��&%��

����*&�"�* '&("&2%�� �&���-�$@J�� -,"�B�%�$ VD�DX� �
��'&���&-�%��* *��"�# -"�J�%�$ -&�"�4 �&&"(�%��%,+ &��� *��"�#�
(�$ (-�B�%�$ '&�@�&- *&B%& '"�(���-��� - -�(�

W (t) = R3(−s′)R2(xp)R1(yp),

��



4(� --�(�% '�"�*��"6 &'"�(��$@J�� '&�&B�%�� 1`� %� 7�-��&"�
'"&*�B��&�%&� �����*,

s′ =
1

2

t∫
t0

(xpẏp − ẋpyp)dt.

���"�#� �4�&-&4& -"�J�%�$ '"�(���-�$���$ - -�(�

R(t) = R3(−θ),
�(��� θ ) �4&� -"�J�%�$ 1�*���

θ(Tu) = 2π(0.7790572732640 + 1.00273781191135448Tu),

4(� Tu = JDUT1 − 2451545.06 � �f uvD &'"�(��$���$ �� "��%&��� A���
-"�*�%� UT1 = UTC + (UT1 − UTC)�

���"�#� '"�#�����)%���#�� *&B%& ��'����� - -�(�

PN(t) = R3(−E)R2(−d)R3(E)R3(s),

4(� E � d ) �4�,6 &'"�(��$@J�� �&&"(�%��, �0� - ����

X = sin d cosE, Y = sin d sinE, Z = cos d,

"�%�� %� ��'&���&-�-A�$�$ -�����%� s -,����$���$ '& �&"*���

s = −
t∫

t0

(X(t)Ẏ (t) − Ẋ(t)Y (t))

1 + Z(t)
dt− (σ0N0 − Σ0N0),

4(� σ0 H '&�&B�%�� �`�6 N0 H '&�&B�%�� -&�+&($J�4& ���� 7�-��&"�6 Σ0

H �)%����& ���� %� 7'&+� �!TTT�T� ���"�#� '"�#�����)%���#�� *&B%&
'�"�'����� - -�(�

PN(t) =

⎛
⎝1 − aX2 −aXY X

−aXY 1 − aY 2 Y

−X −Y 1 − a(X2 + Y 2)

⎞
⎠R3(s).

��



������%, U6 � -,����$@��$ '& ��&"�� �
�!TTT � (&2�-��%��*
'&'"�-&� (δX, δY )6 '�2�����*,+ ���1 '& "���������* %�2�@(�%��

(X, Y ) = (X, Y )IAU2000 + (δX, δY )

��+&($ �� 7�&4&6 *��"�#� '"�#�����)%���#�� PN *&B%& 7�-�-���%�%&
'"�(���-��� - -�(�

PN(t) =

⎛
⎝ 1 0 δX

0 1 δY
−δX −δY 1

⎞
⎠PNIAU ,

4(� PNIAU H *��"�#� '"�#�����)%���#��6 &�%&-�%%�$ %� *&(��� _:u!TTT�
��&"�$ '"�#����� � %���#�� �
�!TTT ��*�%��� ��&"�@ %���#��

�
�DSRT � *&(��� '"�#����� �
�DSQI� �%� �&�(�%� %� &�%&-� ��&"��
%���#�� �-�"(&� 1�*�� ��A� � ("�4�+ CQ!E � '�"�(��&�%&� ��%�#��
����@�� CGDE� ��&"�$ 2,�� '&����%� ��&�%�%��* '& %�2�@(�%�$* ��*�
'�"�*��"&-6 -&�%���@J�+ '"� "�A�%�� ��%��"��&-�%%,+ �"�-%�%��
-"�J�@J���$ 1�*��� ��%�����%& *&(��� %��-�"(&����%&� %���#��
%&���� %��-�%�� y�~!TTT� �� U_^ ����*2��� �
� &%� '&������
%��-�%�� �
�!TTT� 0"�%$�& (-� -�"��%�� ��&"��5 �
�!TTT: �
'&4"�A%&���@ %� -,A� T�! *�6 -��@��@J�$ IQR ��%%&)�&�%��%,+ � IRQ
'��%��%,+ �&*'&%�%�6 � �&�"�J�%%�$ �
�!TTT~6 (�@J�$ �&�%&��� D
*�� ���*&�"$ %� �&6 ��& 2,�� ���B� '&��"&�%� '"�(-�"�����%�$ *&(���
�-&2&(%&� %���#�� $("� V��oX6 &%� %� 2,�� '"�%$�� � ��'&���&-�%�@
� - -,�����%�$ %� -��@�����$� 	�$ -,�����%�$ *��,+ -�����% s � s′

���1 '"�(&���-�$�� �'�#����%,� '"&4"�**,�
����6 '&�&B�%�� &�� -"�J�%�$ - ���� 1�*�� ��(����$ (-�*$

'"$*&�4&��%,*� �&&"(�%���*� xp � yp� ��� x %�'"�-��%� -(&��
�"�%-�����&4& *�"�(��%�6 &�� y H - %�'"�-��%�� ST� ��'�(%&� (&�4&�,�
���6 '"&+&($J�$ ��"�� �0�6 �&-�"A��� '"�#����&%%,� � %���#�&%%,�
�&��2�%�$ - �%�"#����%&* '"&��"�%��-��

��&2"���%�� ��&*%,+ ���&- -& -�&"&� '&�&-�%� UU -���
'&�-&���& %����� "�4��$"%,� � �&�%,� *&%��&"�%4 &���&%�%�� -
��&"&��� -"�J�%�$ '��%��,� �����%�� ��&*%&� A���, ���*�"%&4&

��



�&&"(�%�"&-�%%&4& -"�*�%� uvx � '&�����*&� �� ���"&%&*������+
%�2�@(�%�� � �-$��%%&� � -"�J�%��* 1�*�� A���&� ���*�"%&4&
-"�*�%� uvD '&�-&�$�� &����B�-��� 7�� &���&%�%�$ � ���B� -,����$��
'"&(&�B�����%&��� ���&�� ���1 '�2������ 2@�����%�6 �&(�"B�J��
"��%&��� uvD)uvx � -�����%� '"&(&�B�����%&��� ���&�� ���(���
�������6 ��& -"�*�%%&� "$( uvD)uvx &�"�B��� '&*�*& ��&"&���
-"�J�%�$ 1�*��6 -�� ��*�%�%�$6 �&�&",� '"���"'�-��� A���� uvx�
����(��-�� ��*�(��%�$ -"�J�%�$ 1�*��6 A���� uvD &������ &�
uvx� q���� uvx ��'&�������$ '&-��*���%& � -"�*$ &� -"�*�%�
'&(-&(���$ (�$ �&4���&-�%�$ � -"�J�%��* 1�*��� 	& DSQ! 4� � uvx6
'"� %�&2+&(�*&���6 ��B(,� "�� (&2�-�$���� T�D ����%(�6 ��� ��&2,
"���&4���&-�%�� %� '"�-,A��& T�D �� �(%��& ��&�� ����,� '&'"�-��
&�������� %��(&2%,� � DSQ! 4&(� 2,�& '"�%$�& "�A�%�� & �&*6 ��&
-%&���� ��*�%�%�$ - uvx %�B%& "�B�6 � (&2�-�$�� '& D ����%(� (�$
�&4&6 ��&2, "���&4���&-�%�� � uvD %� '"�-,���& T�Q �� 0&���(%$$
����$ ����%(� 2,�� (&2�-��%� � '&���(%�� ����%(� DSSR 4&(� � �
��+ '&"6 '& '"���%� ���&"�%�$ -"�J�%�$ 1�*��6 %� (&2�-�$�����
0& %&-,* �&4��A�%�$* ���(�@J�$ 2�(�� (&2�-��%� ��A� �&4(�6 �&4(�
"���&4���&-�%�� '"�2������$ � T�S �6 &(%��& 7�&� -&'"&� (������"����$�

�%
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����� �������� � �� ������ ��� �����
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��� ��'(�'! �  �'�&���"�$�)

0&��� �&4&6 ��� #��� �����(&-�%�$ '&���-��%� � ��(��� &'"�(���%�6
'"�B(�6 ��* '"����'��� � �� "�A�%�@6 %�&2+&(�*& -,2"��� *��&(6
�&�&",� *&4 2, (��� %�����A�� "��������,� ��&2+&(�*& '"&-����
�"�-%�%��6 '"� 7�&* (&�B�% 2,�� %��(�% �&*'"&*��� *�B(�
'"&(����-%&���@ *��&(� � �4& ��&B%&���@6 - ������ %�&2+&(�*&���6
"��"�2&��% �&2��-�%%,� '&(+&(� �%&4&&2"���� �*�@J�+�$ *��&(&- ���
-����&6 ��& ���� 2, *, '&���-��� ��(��� &'����� � ��'"&2&-��� -��6
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'"�&2"��&-�%�$ �(����$ '&��"&��� %�'"�",-%&� &2"��%&� � "�A���
%��&""���%�@ ��(���� 0&��� 7�&4& %��&""���%,� ��(��� ����� ��������$
%� ��&�� 2��%�(�B%,*�� ���(��� ��*�����6 ��& '"��������� -�$�&�
-&����%&-��%�� '"���%, $-��%�$ '& %�2�@(��*&*� ���(��-�@ $-�$���$
%��&""���%&� ��(���� '& 
(�*�"�� �� &�%&-� %��&�&",+ '"�('&�&B�%��
& ������ -&�*&B%,+ '"���%6 ����@ ��(��� *&B%& �(����� ���&-%&)
�&""���%&� '& ��+&%&-�6 � (��� �� "���*%�@ �%��"'"���#�@�

���&(, &2"�2&��� (�%%,+ ����� ����-%& "��-�-����$ � '&$-��%��*
2&��A&4& ����� �&*'�@��"&-6 7����"&%%,+ +"�%���J �%�&"*�#��6 �
"��-����* ���� �%��"%��� ��B%��A�@ "&�� - 7�&� &2����� ����� �4"���
��4&"��*, &'��*���%&4& '&���� � ����������#�� (�%%,+6 7��'�"�%,�
�����*, � �����*, �������-�%%&4& �%��������� ��'�+� �&�(�%�$
'&���(%�+ -& *%&4&* �-$��%, � "��-����* ��&"�� &2���%�$� ��B%,*�
'&%$��$*� - ��&"�� &2���%�$ $-�$@��$ '�*$��6 ���*��, � ��%�#�$
'&���%&���6 ��J���-�%%&� -%�*�%�� �(��$���$ '"&4%&��"&-�%�@�
0"&2��*� &2���%�$ *&B%& *���*�������� ��&"*���"&-��� - -�(�
��(���6 �&�&"�$ ����@�����$ - %�+&B(�%�� ���&� ��%�#�� � '&(2&"�
�� '�"�*��"&- '& �*�@J�*�$ (�%%,*6 �&�&"�$ &2��'���-��� 2,
'"�-���%&� &�&B(���-��%�� (�%%,+6 �"�-%�%��6 '"&4%&��"&-�%�� �
&2��(��� 2, (&����&�%,*� &2&2J�@J�*� �-&���-�*�6 '&�-&�$@J�*�
'"�-���%& ��������#�"&-��� (�%%,� (�B� '"� %������ A�*&- �
����B�%��� ���&4& "&(� ��(��� ��4�& "�A�@��$ ���&-������* *&�4&*6
� (���@��$ ��A� '�"-,� A�4� (�$ "�A�%�$ �+ � ��'&���&-�%��*
�&*'�@��"&-� `�& -���$�� %�(�B(, %� �&6 ��& - 2�(�J�* '�"�(
���&-�����-&* &��"&@��$ %&-,� '�"�'����-,� �, B� -&�'&�����*�$
*��&(�*�6 �*�@J�*��$ - %�A�* "��'&"$B�%���

)�



��� �$�&�� "�� �$$!( �%'�"

����� 
�����
���-* 
�
��#

��%&-%,* *��&(&* �'���"���%&4& �%����� ��4%��&- (&�4&� -"�*$ 2,�
��"��)�%����� 0&��&���� 7�&� ������������ *��&( ����& ��'&�������$
- %�A�* �����(&-�%�� � ���B�� &�%&-�%��*6 %� �&�&"&* 2���"�@��$
�%,� *��&(,6 *, ������* %�B%,* "���*&�"��� �4& '&("&2%& -��@��$
���&"�@ �4& ���%&-��%�$6 -���( �� �-�&"&* CQGE�

� DRTQ 4� �&��� ��"�� VDQIR)DRFTX '"�(���-�� "�A�%�� �"�-%�%�$
��'�&'"&-&(%&���5

∂Θ

∂t
= k

∂2Θ

∂2t
,

4(� Θ(x, t) H ��*'�"���"� - *&*�%� t - �&��� x 2���&%��%&4& ���"B%$6 k
H �&7���#��%� ��'�&'"&-&(%&���� � *&*�%� t = 0

Θ(x, 0) = f(x).

��"�� "���*&�"�� ���"B�%� (��%, 2π '&��4�$6 ��& f(x) � Θ(x, t) H 2π
'�"�&(��%,� ��A�%�� - -�(� "$(�

f(t) =
∑
n∈Z

cne
int

2,�& -,-�(�%& �* '"� &2J�* '"�('&�&B�%��6 ��& -�� '�"�&(�������
��%�#�� '"�(���-�*, �"�4&%&*��"������*� "$(�*� � �&7���#��%��*�

cn =
1

2π

2π∫
0

f(t)e−intdt.

�'�#����%,� ������ �"�4&%&*��"������+ "$(&- 2,�� �B� ��-���%, �
�&*� -"�*�%�� � '"�*�"�6 ��&%�"( `���" (�� �&"*���

1

2
x = sin(x) − 1

2
sin(2x) +

1

3
sin(3x) + . . .

���*&�"$ %� �&6 ��& *���*����� &�%������ ���'������� � &2&2J�%�@
��"��6 - DRDD 4� �*� '"���(��� '"�� �"�%#����&� ���(�*�� %���

)�



�� �4& *�*��"� ��������� ��"�� 2,� '"�-���%6 '"� %�����%&*
"��'"�(���%�� ��*'�"���" "�A�%�� '"�(���-�$���$ - -�(� �&%��%&�
�"�4&%&*��"�����&� ��**,� 1� &(%& ��A� 7�& &% 2,� 2, (&��&�%
'"�*��6 &(%��&6 - �4& (&����������-� ��'&���&-����� '"�-���
(����"�%#�"&-�%�$ � �-�"���)'"&��-�(�%�$6 &2���&-�-A�� ����
��"��)�%������

��* %� *�%��6 *���*��������� '"&2��*, &�������� 0"&A�& %���&���&
���6 '"�B(� ��* 0���" �����- 	�"�+�� (&����� - DR!S 4� (&��&-�"%&���
&��",��$ ��"�� (�$ 2&��A&4& ������ '�"�&(������+ ��%�#��� �
��+ '&" �%���� '&A�� '& �"&'�6 '"&�&B�%%&� 4�%����%&� �%���#���
��"��� ����������&� 7'&+&� "$(&- ��"�� *&B%& %��-��� -"�*$6 �&4(�
*���*����� '&���-��� -&'"&� & �&*6 ���&-, ��%�#��6 '"�(���-�$�*,�
"$(�*� ��"��� 	@2��)���*&%( (�� - DRQF 4� '"�*�" %�'"�",-%&�
'�"�&(�����&� ��%�#��6 "$( ��"�� �&�&"&� "��+&(���$ - %���� `�&�
"�������� -���� ��"%&� ��%�@ %�( ��&"��� �&�%@ ���� W,�� �
'&����-%,� "��������,� � DRRT 4� 	�%� '&�����6 ��& ��"�� "$(,
'"�(���-�$@� �&����%& ��'A�#�-�@6 - ����%&��� (����"�%#�"��*�@6
��%�#�@� � DRRD 4� ��*��� /&"(�% (&�����6 ��& 7�& -�"%& (�$
��%�#�� � &4"�%���%%&� �&����%& -�"��#���� � �&%#� �&%#&- -
DSTG 4� ��&'&��( ����" '&�����6 ��& '& �&7���#��%��* ��"�� *&B%&
-&����%&-��� �@2�@ %�'"�",-%�@ '�"�&(������@ ��%�#�@� `�&4&
&�����&�� (&����&�%& (�$ '"�*�%�%�$ "��������&- � &2"�2&��� ��4%��&-�

�& '"�-�"B�%#, ����&� *���*����� %� �(&-���-&"������ 0&$-�$�&��
-�� 2&��A� '"�*�"&- %�'"�",-%,+ ��%�#�� � "��+&($J�*��$ +&�$)2,
- &(%&� �&��� ��"��)"$(�*�� � ("�4&� ��&"&%,6 ����" (&�����6 ��&
%�'"�",-%,� '�"�&(������� ��%�#�� � �+ "$(, �+&($��$ - �@2&� �&���
- �*,��� r���"&�

� &2����� -%� %�'"�",-%&��� -�� %�(�B(, %� ��&"�@ '&�%&���@
"��-�$� 
%("�� ���&���-�� �&�*&4&"&-6 (&����- - DS!I 4�
��J���-&-�%�� '�"�&(������+ �&����%& �%��4"�"��*,+ '& ��2�4�
��%�#��6 ��"��)"$(, �&�&",+ "��+&($��$ -& -��+ �&���+� �&�%����
'"�(��-��-�$6 ��& � - "�*��+ %�'"�",-%&��� �����$ %���& '��&�&4������
'�&+&�� � DSII 4� /�% 0��" ��+�% � �#+�� ����%����&% '&������6 ��&

)�



(�$ �@2&4& %�2&"� �&��� %���-&� *�", ��2�4� ��J���-��� %�'"�",-%�$
'�"�&(������$ ��%�#�$ � "��+&($J�*��$ - 7��+ �&���+ "$(�*� ��"���
�����#�$ � %�'"�",-%,*� ��%�#�$*� 2,�� %�$�%�6 �&4(� - �&* B�
4&(� ��%%�" ��"���&% &'�2���&-�� %�&B�(�%%,� "��������5 -�$��$
�&����%& �%��4"�"��*�$ � �-�("��&* '�"�&(������$ ��%�#�$ �*���
"$( ��"��6 �+&($J���$ '&��� -�@(�� `�& 2&��� ��* &2J�� "��������
'"�-�&A�� -�� &'��*���������� &B�(�%�$ �6 -*���� � "��������&*
��+�%� � ����%����&%�6 &�&%������%& ���",� -&'"&� &�%&������%&
'�"�&(������+ %�'"�",-%,+ ��%�#��� ����* &2"��&*6 "��������
&������$ %� ��&�� '�&+6 ��� '"�(����,-�� - DRQF 4� 	@2��)���*&%(�

��$-%&� ��'&���&-�%�� "���&B�%�$ - �"�4&%&*��"������� "$(,6 %�
%�A -�4�$(6 *&B%& -�(��� �B� - '&��"&�%�$+ 0�&��*�$ � �&'�"%����
�(%��&6 ���������� &�%&-, �'���"���%&4& �%����� 2�����&-%&
-&�%����6 �&4(� ����� '&%$�%� -&�%&-�$ '"�"&(� �-��� � �-���� � U_U �
UU --� 2,�& �&�(�%& *%&B���-& *��&(&- "��%&4& -,�����%�$ �*'����(
��"�� '& �%���%�$* ��%�#�� � ��'&���&-�%��* "�����%,+ '"��*&-
� ��2��#6 � ���B� *�+�%������+ ���"&���- (�$ -,'&�%�%�$ �%�����
��-���*&����6 ��(�%%,+ 4"�������� CQ E� � '&$-��%��* -,���������%&�
��+%��� %�&2+&(�*&��� - 7��+ ���"&���-�+ &�'���6 %& �J� (&�4&�
-"�*$ �'���"���%,� �%���� 2&��A�+ "$(&- 2,� &'�"�#���6 �"�(&�*�&�
- -,���������%&* �*,���� �����#�$ ��*�%����� � ��&2"���%��*
��4&"��*� 2,��"&4& '"�&2"��&-�%�$ ��"���

��4&(%$6 - -�� #��"&-,+ ��+%&�&4��6 ��"��)'"�&2"��&-�%��
(���"��%,+ ��4%��&- '&)'"�B%�*� ��'&�������$ -& *%&4�+ &2����$+6
����+ ��� ��%�%�&-,� �%����6 "�(�&�-$��6 4�&������ � ("�6 %&
'&���'�%%& -'�"�( -,+&($� *��&(, ����&�%&)-"�*�%%&4& �%�����6
����� ��� -��-���)�%����� 0"�-�(�* %��&�&",� &�%&-, ��"��)
�%����� %�'"�",-%,+ � (���"��%,+ ��4%��&-6 '"�B(� ��* '�"����
� "���*&�"�%�@ ("�4�+ *��&(&-�

�$(&* ��"�� '& &"�&4&%���%&� �����*� ��%�#�� φk(x) %�'"�",-%,+
%� &�"���� [a, b] %��,-����$ '"�(���-��%�� ��%�#�� f(x)6 %�'"�",-%&�

)%



%� [a, b]6 - -�(� �+&($J�4&�$ "$(�

f(x) =
∞∑
k=1

akφk(x). V!�DX

� ������-� �����*, φk(x) ��J� -��4& 2�"���$ �"�4&%&*��"������$
�����*�

1√
2l
, cos

πx√
l
, sin

πx√
l
, . . . , cos

nπx√
l
, sin

nπx√
l
, . . . ,

&"�&4&%&"*�"&-�%%�$ %� &�"���� [−l, l]� 
��� "$( V!�DX �+&(���$
"�-%&*�"%& %� [a, b]6 �& �&7���#��%�, (�@��$ -,"�B�%��*

an =

b∫
a

f(x)φn(x)dx

b∫
a

φn(x)2dx

(�$ n ∈ N.

�"�4&%&*��"������� "$( ��"�� %� &�"���� [−l, l] ��'��,-����$ - -�(�

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos

kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)
,

a0 =
1

l

l∫
−l

f(x)dx,

an =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
kπx

l
dx bn =

1

l

l∫
−l

f(x) sin
kπx

l
dx.

V!�!X

��'&����$ �&"*��, `���"�

cos kx =
eikx + e−ikx

2
, sin kx =

eikx − e−ikx

2i
, V!�FX

)�



"$( V!�!X *&B%& '"�(���-��� - �&*'����%&* -�(�

f(x) =
∞∑

k=−∞
cke

ikx,

ck =
1

2l

l∫
−l

f(x)e−ikxdx.

V!�GX

1�'���%%,� "$(, �&(�"B�� 2���&%��%&� ����& ���%&-� �, %�
2�(�* '"�-&(��� -�� "��������, &�%&������%& �+&(�*&��� 7��+ "$(&-6
���B�* ��A�6 ��& (�$ �+&(�*&��� "$(� ��"�� - �&��� � �%���%�@
��%�#�� f(x0) - 7�&� �&��� %�&2+&(�*&6 ��&2, ��%�#�$ 2,��
'�"�&(�����&�6 �2�&�@�%& �%��4"�"��*&� � �(&-���-&"$�� ���&-�@
����(�"�6 �&"*���"&-�� �&�&"&4& ���&-�5 ��J���-�@� �&%��%,�
&(%&��&"&%%�� '"�(��, ��%�#�� - �&��� f(x0 ± 0) � ����� δ > 06
α ∈ (0, 1]6 c0 > 0 �����6 ��& (�$ -��+ u ∈ (0, δ) -,'&�%�%&5

|f(x0 + u) − f(x0 + 0)| ≤ c0u
α, |f(x0 − u) − f(xo − 0)| ≤ c0u

α.

	�$ '"�2��B�%�$ ��%�#�� *&B%& ��'&���&-��� ������%�@ ��**� "$(�
��"��

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(
ak cos

kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)
,

�&�&"�@ *&B%& '�"�'����� � ��'&���&-�%��* $("� 	�"�+��

Dn(u) =
1

2
+ cos(u) + ...+ cos(nu) =

sin(n+ 1
2)u

2 sin u
2

,

�6 '&�&B�- l = π6 - �&"*�

Sn(x) =
1

π

π∫
−π

f(x− u)Dn(u)du.

0"�B(� ��* '�"���� � "���*&�"�%�@ ��"��)'"�&2"��&-�%�$6
--�(�* '&%$��� & 4���2�"�&-&* '"&��"�%��-� H � %��&�&",� ("�4��
&'"�(���%�$6 �&�&",� '&%�(&2$��$ - (���%��A�*�

))



� ��%��%&* �&*'����%&�%��%&* '"&��"�%��-� C &'"�(���%, &'�"�#��
��&B�%�$ 7��*�%�&- � �*%&B�%�$ 7��*�%�&- %� �&*'����%,� ������ �
%&"*�"&-�%%&* '"&��"�%��-� &'"�(���%, (��%, -���&"&-6 ���� ��B(&*�
7��*�%�� �&'&���-��%& %�&�"�#�����%&� ����& ||x||6 $-�$@J���$ �4&
%&"*&� � �(&-���-&"$@J�� ����&*�* %&"*,� �(%��&6 - %&"*�"&-�%%&*
'"&��"�%��-� �J� %�� ����$"%&4& '"&��-�(�%�$�

��%��%&� '"&��"�%��-& %��,-����$ �%���"%,*6 ���� (�$ ��B(&�
'�", 7��*�%�&- - %�* &'"�(���%& �&*'����%&� ����& H �+ ����$"%&�
'"&��-�(�%�� < x, y >�

�&-&"$�6 ��& �%���"%&� V%&"*�"&-�%%&�6 *��"�����&�X '"&��"�%��-&
'&�%&6 ���� �@2�$ ��%(�*�%����%�$ '&���(&-�����%&��� �&���
7�&4& '"&��"�%��-� �+&(���$ � '"�(���%&� �&���6 '"�%�(��B�J��
7�&*� '"&��"�%��-�� ��'&*%�*6 ��& ��%(�*�%����%&� %��,-����$
'&���(&-�����%&��� {xn} ����$6 ��& (�$ �@2&4& ε > 0 %��(���$ ���&�
%&*�" N 6 ��& (�$ -��+ n,m ≥ N -,'&�%�%& ||xn − xm|| < ε� 0&�%&�
%&"*�"&-�%%&� '"&��"�%��-& %��,-����$ 2�%�+&-,*� 0&�%&� �%���"%&�
2���&%��%&*�"%&� '"&��"�%��-& %��,-����$ 4���2�"�&-,*�

�, 2�(�* "���*��"�-��� ��'�"�2���%,� 4���2�"�&-, '"&��"�%��-�
H6 - �&�&",+ ��J���-�@� ����%,� &"�&4&%&"*�"&-�%%,� 2����,6 ���
��J���-�@� ����� ��*����-� -���&"&- en ∈ H6 ��&

< en, em >= δn,m,

4(� �'"�-� ��&�� ��*-&� �"&%���"� Vδn,m = 1 (�$ n = m �%��� δn,m = 0X6
� �@2&� 7��*�%� '"�(���-�* - -�(�

||x||2 =
∑
n

| < x, en > |2.

��'��%,*� '"�*�"�*� 4���2�"�&-,+ '"&��"�%��- $-�$@��$
'"&��"�%��-& �%��4"�"��*,+ � �-�("��&* ��%�#�� L2(R)6 - �&�&"&*

< f, g >=

∞∫
−∞

f(x)g(x)dx,

).



� *%&B���-& -��+ ��**�"��*,+ � �-�("��&* '&���(&-�����%&����
�&*'����%,+ ����� � #��,*� �%(����*� l2(Z)6 4(�

< c, d >=
∞∑

n=−∞
< cndn > .

0"&��"�%��-& W 2
k (R)6 �&(�"B�J�� -�� ��%�#�� �� L2(R)6 �*�@J�� -��

'"&��-&(%,� (& k)'&"$(�� -��@������%&6 '"�%�(��B�J�� L2(R)6 %&���
%��-�%�� '"&��"�%��-� �&2&��-��

	�$ &"�&4&%&"*�"&-�%%&4& 2����� - �%���"%&* '"&��"�%��-� H

�'"�-�(��-& "�-�%��-& 0�"��-��$

||x||2 =
∞∑
i=1

|xi|2, xi =< x, ei > .

	�$ %�'"�",-%&4& '"�&2"��&-�%�$ ��"�� *, 2�(�* ��'&���&-���
&2&�%���%��

f̂(ω) = (Ff)(ω) = F (f(x)) =
1√
2π

∞∫
−∞

e−ixωf(x)dx, V!� X

4(� ω = 2πν ) #���������$ ����&��� �-�("�� *&(��$ '"�&2"��&-�%�$
��"�� ����& %��,-�@� �'���"&* ��4%����

�&����%&-��%�� ��%�#�� -,'&�%$���$ � ��'&���&-�%��* &2"��%&4&
'"�&2"��&-�%�$ ��"��

f(x) = (F−1f̂)(x) = F−1(f̂(ω)) =
1√
2π

∞∫
−∞

eixξf̂(ξ)dξ.

��B%��A�� �-&���-� ��"��)'"�&2"��&-�%�$ (�@��$ ��&"�*&� &
'"&��-&(%&�

F

(
dl

dxl
f

)
= (iω)l(Ff)(ω) V!�IX

� ��&"�*&� & �-�"���

F (f ∗ h) = F (f) · F (h), V!�QX

)&



4(� �&��&� &2&�%���%& '"&��-�(�%��6 ��*-&�&* ∗ H �-�"���

f ∗ h =

∞∫
−∞

f(x)h(ξ − x)dx =

∞∫
−∞

f(ξ − x)h(x)dx.


��� ��%�#�$ (���"����&-�%� � A�4&* ∆x6 '&���(&-�����%&��� ��
&�����&- *&B%& '"�(���-��� ��� '"&��-�(�%�� ��%�#�� f(x) �
7�-�(����%�%,+ (�����)��%�#�� 	�"��� δ(x)� 0"�&2"��&-�%�� ��"�� &�
7�&4& '"&��-�(�%�$ *&B%& ��'����� - -�(� (���"��%&4& '"�&2"��&-�%�$
��"��

f̂(ω) =

∞∫
−∞

[ ∞∑
n=−∞

f(x)δ(t− n∆x)∆x

]
e−iωx = ∆x

∞∑
n=−∞

fne
iωn∆x.

	�$ �"�4&%&*��"������+ "$(&- ��"�� -�"%& "�-�%��-& ��*&%� 	�%���
0����&%�6 $-�$@J���$ &(%�* �� �"���-��A�+ "��������&- ��&"��5∑

n∈Z
f(xn) =

∑
n∈Z

f̂(ωn).

�'���" ��%�#��6 ��(�%%&� (���"��%& ��B�� - &4"�%���%%&� '&�&��
����&�

−1/(2∆x) ≤ f ≤ 1/(2∆x), V!�RX

����&�� 1/(2∆x) %&��� %��-�%�� ����&�, ����-����� 
��� f(x) ��
L2(R) $-�$���$ ��%�#��� � &4"�%���%%&� '&�&�&� ����&�6 ���� ��
'"�&2"��&-�%�� ��"�� �*��� �&*'���%,� %&������ f̂(x) ≡ 0 (�$ |x| > Ω6
�& '& ��&"�*� �&����%��&-�)q�%%&%� �� *&B%& '&�%&���@ -&����%&-���
'& &������*6 -�$�,*� � �%��"-���*�

∆x =
Ω

π
=

|supp(f̂)|
2π

,

4(� ��"�� |supp(f̂)| &2&�%������$ *�"� ��2�4� *%&B���-�6 $-�$@J�4&�$
%&������* f̂ V%&������* %��,-����$ &2����� ����&� � '&�&B�����%&�

)2



�'���"���%&� '�&�%&���@X� �&����%&-��%�� '"&��-&(���$ �
��'&���&-�%��* �&"*��,

f(x) =
∑
n

f
(
n
π

Ω

) sinπ(Ωx− nπ)

Ωx− nπ
.

� ������6 ���� ����&�� (���"�����#�� &��B���$ -,A� �"�2��*&�6
(�$ -&����%&-��%�$ ��4%��� *&B%& 2�(�� ��'&���&-��� ��%�#�@6
�2,-�@J�@ 2,��"�� ��* sin(x)/x� 
��� ����&�� -,2&"�� &��B���$
*�%�A�6 %��&�&",� -,�&��� ����&�, *&4�� &2%�"�B����$ - &2����$+
%����+ ����&� � '&$-���$ 7����� %��&B�%�$ �'���"&- ��� �������

��"��)"���&B�%�� -"�*�%%&4& "$(� "�-%&�%��%& -,�����%�@
'�"�*��"&- 4�"*&%�����&� *&(��� *��&(&* ���� �&(��� �&��&��
�� 4�"*&%�� ��(�%%,+ '�"�&(&-6 �"��%,+ (��%� "$(�6 &#�%�-�@��$
�*'����(, � ���,6 %&"*���%�$ *��"�#� (��4&%���%� -���(��-��
&"�&4&%&"*�"&-�%%&��� �&*'&%�%�� 
��� ��4%�� %�4�"*&%�������6
�&7���#��%�, ��"��)"���&B�%�$ *&4�� 2,�� �%��"'"���"&-�%,
��� �&7���#��%�, �&""��$#�� 4�"*&%�����&� �&*'&%�%�, ��(�%%&�
����&�, � �%�����"��*,* ��4%��&*� ��"��)�%���� %� '&�-&�$��
�(��-��%& ��(��� & %����#�&%�"%&* ��4%����

����� 	�*����.
�
��#


��� �'���"���%,� �&���- ��4%��� *�%$���$ � %�B%& '"&���(��� �4&
��*�%�%��6 *&B%& ��'&���&-��� &�&%%&� ��"��)'"�&2"��&-�%��

Twndf(w, t) =< f, gω,t >=

∞∫
−∞

f(x)g(x− t)e−iwxdx

4(� gω,t = g(x − t)e−iwx6 � g(x) ) -"�*�%%&� &�%&6 �&������@J�� f(x)
'& �"4�*�%��� � '"�*�"�6 (�$ '"�&2"��&-�%�$ �72&"� ��'&�������$

��%�#�$ ������ g(x) = e−
x2

α2 � q�"�%� &�%� ∆T +�"����"������$
'�"�*��"&* α6 � &'"�(��$�� *�"� -"�*�%%&4& "��"�A�%�$� ]���&�%&�
"��"�A�%�� &'"�(��$�� ∆ω� �� �&&�%&A�%�$ %�&'"�(���%%&����

∆ω ∼ 1

∆T
,

./



�+&(%&4& � �&&�%&A�%��* �����%2�"4� - �-�%�&-&� *�+�%���6 ���(���6
��& ��"�*��%�� '&-,���� -"�*�%%&� "��"�A�%�� '"�-&(�� � �%�B�%�@
"��"�A�@J�� �'&�&2%&��� - &2����� ����&�� 0"� 7�&* A�"�%� &�%� %�
�(�'��"&-�%� � �&*�6 ��&2, -,$-�$�� &�&2�%%&��� ��4%��� %� "��%,+
����&��+� � +&�$ (�$ �@2&4& g �� L2 *&B%& ��'�����

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(Twndf1)(ω, t)(Twndf2)(ω, t)dωdt = 2π||g||2 < f1, f2 >, V!�SX

4(� ��"�&� &2&�%���%& �&'"$B�%��6 � �%����6 -&����%&-��� ��%�#�@ '&
(Twndf)(ω, t)

f = (2π||g||2)−1

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(Twndf)(ω, t)gω,tdωdt,

-*���& &�&%%&4& '"�&2"��&-�%�$ 2&��� #����&&2"��%& ��'&���&-���
-��-���)'"�&2"��&-�%��

Twwf(a, b) =< f, ψa,b >= |a|−1/2

∞∫
−∞

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx,

4(� ψ(x) H *���"�%���$ -��-���)��%�#�$6 ψa,b = |a|−1/2ψ(x−ba )6 a )
*��A��2%,� ����&"6 b ) '�"�*��" �(-�4�� ���&-�� (&'����*&��� -��-���)
��%�#�� ��'��,-����$ - -�(�

Cψ = 2π

∞∫
−∞

|ψ̂(x)|2
|x| dx <∞. V!�DTX

	�%%&� ���&-�� (�$ ψ ∈ L1(R) -,'&�%�%&6 ���� ψ̂ %�'"�",-%&6 � ψ̂(0) = 0
��� ∞∫

−∞
ψ(x)dx = 0. V!�DDX

.�



�,'&�%�%�� ���&-�$ %�&2+&(�*& (�$ &2��'���%�$ -&�*&B%&���
-&����%&-��%�$ ��%�#�� '& -��-���)'"�&2"��&-�%�@� �2J�$ �&"*���6
�%��&4 V!�SX6 �*��� -�(

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dadb

a2 (Twwf1)(a, b)(Twwf2)(a, b) = Cψ < f1, f2 >,

&���(� ���(��� �&"*��� &2"�J�%�$

f = C−1
ψ

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dadb

a2 (Twwf)(a, b)ψa,b. V!�D!X

� ������-� ψ (�$ %�'"�",-%&4& -��-���)'"�&2"��&-�%�$ *&4��
��'&���&-����$ -��-���)��%�#��6 '"�(���-��%%,� - ��2��#� !�D�

4�
����	 ,�� �� ��	�	���� ������� ,�� � ��������� �������

Gauss(1)(x) −xe−x2

2 iω
√

2πe−
ω2

2

Gauss(2)(x) 0HIFJ1 (1 − x2)e−
x2

2 (iω)2
√

2πe−
ω2

2

Gauss(n)(x) (−1)n dn

dtn
e−

x2

2 (−1)n(iω)n
√

2πe−
ω2

2

KL9 0KMNN� ON PQRSSMQTS1 e−
x2

2 − 0.5e−
x2

8

√
2π(e−

ω2

2 − e−2ω2
)

E:0EMUUVWXOOYZ:QVW[1 (πt)−1(sin(2πt) − sin(πt))

{
2π− 1

2 π ≤ |t| ≤ π

0 � +�������� �����	

HO\VWU eiω0xe−
x2

2 σ(ω)
√

2πe−
ω2

2

:QRV (n+ 1) in

(i−n)n+1 σ(ω)
√

2πωne−ω

IFFG

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 0 ≤ t ≤ 1
2

−1 1
2
≤ t ≤ 1

0 t < 0, t > 1

ie
iω
2

sin2 ω/4
ω/4

]IFJ

⎧⎪⎨
⎪⎩
−1 |t| ≤ 1

3

−1
2

1
3
≤ |t| ≤ 1

0|t| > 1

4/3 sin3 ω/3
ω/3

�̂���3� ���? _���� ��+��!
�	�#	 �	���	�-5��
3��

����*&�"�* *��&( '&��"&�%�$ -��-���� ψ %� &�%&-� *��A��2�"�@J��
��%�#�� φ� 	�$ 7�&4& %�* '&�"�2����$ '&%$��� & �"��%&*��A��2%&*

.�



�%����� V��
X� �@2&� -��-��� '&"&B(��� "���&B�%�� L2(R) - '"$*�@
��**� '&('"&��"�%��-� 	�$ ��B(&4& j ∈ Z &2&�%���* ��"�� Wj

��*,��%�� ��%��%&� &2&�&���6 '&"&B(�%%&� -��-���)��%�#�$*� &(%&4&
*��A��2�

Wj = closL2(R)(ψj,k : k ∈ Z),

�(��� ��'&���&-�%& &2&�%���%��

ψj,k = ψ

(
x− j

k

)
, j, k ∈ Z.

�&4(� L2(R) =
∑

j∈ZWj� `�� ��**� &"�&4&%���%� (�$ &"�&4&%���%&4&
-��-����� ����*&�"�* ��*�%��,� '&('"&��"�%��-�6 -��@��@J��
&2&�&��� -��+ *��A��2&- *�%�A� ��(�%%&4&

Vj = . . .+Wj−2 +Wj−1, j ∈ Z.

�%� &2��(�@� ���(�@J�*� �-&���-�*�5

(1) . . . ⊂ V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 ⊂ . . . ,

(2)
⋂
j∈Z

Vj = {0} closL2(R)

⎛
⎝⋃
j∈Z

Vj

⎞
⎠ = L2(R),

(3) f ∈ Vj ↔ f(2j·) ∈ V0,

(4) f ∈ V0 ↔ f(· − n) ∈ V0,

�-&���-& VFX 4&-&"�� & �&*6 ��& -�� '"&��"�%��-� $-�$@��$
*��A��2�"&-�%%,*� -�"��$*� &(%&4& � �&4& B�� �@2�$ f *&B�� 2,��
��&�� �4&(%& �&�%& '"�2��B�%� �-&�*� '"&��#�$*� ProjVj

f %� Vj�
0"� j → −∞ '"&��#�$ ProjVj

f �&(�"B�� -�� *�%�A� �&��2�%��6
�&�&",� �"���@��$ - '&"$(�� �-�����%�$ ����&� � &����(,-�@��$ -
'"&��"�%��-�+Wj� 
��� ��J���-��� φ ∈ V0 ����$6 ��& ��*����-& φ0,n(x) =
φ(x − n) &2"����� &"�&4&%&"*�"&-�%%,� 2���� - V06 �& φ %��,-����$
*��A��2�"�@J�� ��%�#��� � '& %�� *&B%& '&��"&��� -��-��� '&
�&"*���

ψ(x) =
∑
n

(−1)nα−n+1φ(2x− n),

.�



4(� αn =
√

2 < φ, φ−1,n >�
0&%$��� & ��
 &�&2& -�B%& - ������ (���"��%&4& -��-���)

'"�&2"��&-�%�$6 �&4(� &2� '�"�*��"�6 �B���$ � �(-�4�6 '"�%�*�@�
�&���& (���"��%,� �%���%�$� � 7�&* ������6 - &2J�*6 %� ��J���-���
�&"*��, &2"�J�%�$ �%��&4��%&� V!�D!X� �&����%&-��%�� (������$ �
��'&���&-�%��* (-&���-�%%,+ �"��*&-� ��&B%&��� �-$��%� � ��*6
��& %�&"�&4&%���%&��� 2����� -��-���&- - ����&�%&� ��� -"�*�%%&�
&2����$+ '"�-&(�� � ��2,�&�%&���6 �&�&"�@ '"� -&����%&-��%��
%�&2+&(�*& ���"�%���� �� -(�-�$�� - '&("&2%&���6 &�*���*6 ��&
(���"��%,� ��4&"��*, 2,��"&4& -��-���)"���&B�%�$ &�%&-,-�@��$ %�
��'&���&-�%�� �����(%,+ ��"����%,+ �����"&-� 0"� 7�&* ��+&(%,�
��4%�� '"�(���-�$���$ �&7���#��%��*� '"�2��B�%�$ '�"-&4& �"&-%$
A1 � (�������#�� '�"-&4& �"&-%$ R16 '"�2��B�%�� '�"-&4& �"&-%$
*&B%& "��(����� %� '"�2��B�%�� -�&"&4& �"&-%$ A2 � (����� R2 �
��(� �&����%&-��%�� "���&B�%%&4& %� K �"&-%�� ��4%��� &��J���-�$���$
- &2"��%&* '&"$(��6 %���%�$ � AK � RK t ��'&���&-�%��* K

(�������"�@J�+ �&���-�$@J�+� � ������ (-�*�"%&4& ��4%���6 %�'"�*�"
'&�$ %�( '�&��&���@6 -,'&�%$@��$ "���&B�%�$ -(&��6 '&'�"�� � '&
(��4&%��� '&�$�

��&2"�B�%�� f(x) → (Twwf)(a, b) ���-�� - �&&�-����-�� ��%�#��
&(%&� '�"�*�%%&� ��%�#�@ (-�+ '�"�*�%%,+6 �%���%�$ �&�&"&�
����%& �&""���"&-�%,� �%& '"�(���-�$�� �&2&� ����&�%&)-"�*�%%&�
'"�(���-��%�� ��4%���6 '&����%%&� � '&*&J�@ *��A��2�"&-�%�$ �
�(-�4&- 2��&-&� -��-���)��%�#��6 �&�&"�$ *�%$�� �-&@ A�"�%�6
�(�'��"�$�� � "��%,* ����&��*� �,�&��� ����&�, "���*��"�-�@��$
� *��,*� *��A��2�*�6 %����� ) � 2&��A�*�� `�& &'"�-(,-���
%��-�%�� 8*���*��������� *��"&��&'96 (�"��*&� -��-����* - %��&�&",+
�����$+� ���-���, ���%& �-$��%, � '&%$��$*� �-�%�&-&� *�+�%���� �+
*&B%& �%��"'"���"&-��� ��� �-�%�, ��� ����&�%&)-"�*�%%,� 2�&��6
%� �&�&",� "��(��$���$ ��4%��� ��� '&����%& - C!FE6 ���"&���-&
���&-�����&4& �+� ���&-&6 ��& �-��&-&� ��4%��6 '&���'�$ - %�4&6
"��(��$���$ %� �&���-�$@J�� '& '"�%#�'�6 �+&(%&*� � -��-���)
"���&B�%��*6 ����* &2"�2&��� -,'&�%$�� *&�4�

.%



���-���)�%���� A�"&�& '"�*�%$���$ - %�A� -"�*$ (�$ �%�����
��4%��&-6 &2"�2&��� �%�&"*�#��6 �B���$ ��&2"�B�%��� p&"&A&
��-����% �&"*�� yZKYG6 �&�(�%%,� %� 2��� -��-���)'"�&2"��&-�%�$�
����&B�%�� ��4%��� '& 2����%,* ��%�#�$*)-�'�����* '&�-&�$��
�����(&-��� ����&�%&)-"�*�%%&� '&-�(�%�� ��4%���6 �&�����&-���
&�&2�%%&���6 "��",-,6 -,(��$�� ��4%�� �� A�*&-6 7������-%&
'"�(���-�$�� ��4%�� %�2&"&* �&7���#��%�&- "���&B�%�$� 0&$-�-A���$
- RT)+ 4&(�+ UU -��� -��-���)�%���� 2,��"& %�A�� '"�*�%�%�� - &2�����
xP?n><i= [tNiOti � 2,� �(�'��"&-�% � (���"��%,* -,�����%�$*�

����� 
��$'����-* ������
���-* 
�
��# /

01

�(%�* �� '&(+&(&- � �����(&-�%�@ �&���-� ��4%��� $-�$���$
��%4��$"%,� �'���"���%,� �%���� ���6 ��� �4& �%&4(� %��,-�@�6 *��&(
84���%�#,)��
9� ����*&�"�* �4& '&("&2%��6 &'�"�$�� %� C! E6CQIE�

0���� ��4%�� '"�(���-��% -"�*�%%,* "$(&* F 6 �&(�"B�J�* N

&�����&-� 
�4&"��* �&��&�� �� ���(�@J�+ ���,"�+ A�4&-5
DX �,2�"����$ ����& L � �&"*�"����$ �"����&"%�$ *��"�#�6 ��&�2#,

�&�&"&� {Xi} '"�(���-�$@� �&2&� '&���(&-�����%& -,2"�%%,� ��
-"�*�%%&4& "$(� -���&"� "��*�"%&��� L

X = [X1, X2, ..., XK ] =

⎛
⎜⎜⎜⎝
f0 f1 . . . fK
f1 f2 . . . fK+1
��� ��� � � � ���
fL fL+1 . . . fN

⎞
⎟⎟⎟⎠

� �"����&"%&� *��"#� L ��"&� � K = N − L+ 1 ��&�2#&-6 &%� $-�$���$
4�%����-&�6 ��� ��� '& 2&�&-,* (��4&%��$* ��&$� &(%� � �� B� 7��*�%�,�
�'�"�#�$ %��,-����$ -�&B�%��*�

!X �,'&�%$���$ ��%4��$"%&� "���&B�%�� �"����&"%&� *��"�#, [^f�

X = USV T ,

4(� S H *��"�#�6 '& 4��-%&� (��4&%��� �&�&"&� - '&"$(�� �2,-�%�$
"��'&�&B�%, �&2��-�%%,� ����� λi6 *��"�#� V �&(�"B�� ��-,�

.�



�&2��-�%%,� -���&"� &2"���@J�� 2���� ��%��%&4& '"&��"�%��-�6
'&"&B(�%%&4& ��"&��*� X6 *��"�#� U �&(�"B�� '"�-,� -���&"�6
&2"���@J�� 2���� '"&��"�%��-�6 '&"&B(�%%&4& ��&�2#�*� X� 
���
*��"�#� S �&(�"B�� d '&�&B�����%,+ �&2��-�%%,+ ����� λi6 �&
rank(X) = d � ��B(&*� �&2��-�%%&*� ����� *&B%& �&'&���-��� �"&���
(λi, Ui, Vi) � �&*'&%�%�� "���&B�%�$ Xi =

√
λiUiV

T
i �

FX �4"�''�"&-�- %��&�&",* �'�#����%,* &2"��&* �"&���6
'&����%%,� '"� ��%4��$"%&* "���&B�%��6 *&B%& '"�(���-��� ��+&(%�@
*��"�#� - -�(�

X = XI1 + . . .+XIm,

4(� XIk = Xi1 + . . .+Xip ) 4"�''�6 �&(�"B�J�$ �&*'&%�%�, � �%(����*�
Ik = {i1, . . . , ip}� � *��&(�+ 4"�''�"&-�� 2�(�� �����%& '&�B��

GX 
��� *, �(��%& �4"�''�"&-��� ��4%��6 ��B(�$ �&*'&%�%��
XIk 2�(�� '"�(���-�$�� �&2&� %��&�&"�@ �((���-%�@ �&*'&%�%�� F �
���"�#� XIk 2�(�� 2����� � ��%����-&�� ��-����* �&*'&%�%�� ��4%���
GIk 6 �&(�"B�J�@�$ - *��"#� XIk ��"�(%�%��* 7��*�%�&- -(&�� '&2&�%,+
(��4&%����� 0�"�&2&�%���- XIk = Y 6 L∗ = min(L,K)6 K∗ = max(L,K)
'&����* &�����, gk �&*'&%�%�, Ik '& �&"*���*

g =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
k+1

k+1∑
m=1

y∗m,k−m+2 0 ≤ k < L∗ − 1

1
L∗

L∗∑
m=1

y∗m,k−m+2 L∗ − 1 ≤ k < K∗

1
N−K

N−K∗+1∑
m=k−K∗+2

y∗m,k−m+2 K∗ ≤ k < N

�'�"�#�$ %&��� %��-�%�� 4�%������#���
��*���*6 ��& �&���-%&� -"�*�%%&� "$( F = F1 + F2 %� -��4(�

�(����$ "��(����� %� �&���-�$@J��� �&2��-�%%,� ����� *&4�� %�
"��(������$� 0"� %������ 2&��A&4& ����� �&*'&%�%� '"�-���%�$
4"�''�"&-�� $-�$���$ %��&"*������*&� &'�"�#���� W&��A&� �%���%��
�*��� '&(+&($J�� -,2&" L� �,(��$@� '&%$��$ ����%&� � ���2&�
"��(���*&���� ���2�$ "��(���*&��� �*��� *���& - ������6 �&4(�
�&*'&%�%�,6 �&���-�$@J�� -"�*�%%&� "$( &"��4&%���%,6 ����6 '"�

.)



-�&B�%�� - �"����&"%�@ *��"�#�6 F1 � F2 '&"&B(�@� &"�&4&%���%,�
("�4 ("�4� 2����, ��%��%,+ '&('"&��"�%��- �LL,1⊥�LL,2 � �LK,1⊥�LK,2�

��� '"� %��&�&"&* -,2&"� w *%&B���-& �&2��-�%%,+ ����� F1 �
F2 %� '�"��������$6 4&-&"$� & ����%&� "��(���*&���� �*����$ ��"�$
"��������&-6 ����@J�$�$ '&%$��� ���2&� � ����%&� "��(���*&��� "$(&-�
���B�* �(��� ��A� %� �&6 ��& '"� '&(+&($J�* -,2&"� ����� L -&�*&B%&
"��(���%�� 4�"*&%������+ �&*'&%�%� � "��%,*� ����&��*�6 - �&* �����6
*&(���"&-�%%,+ 7��'&%�%��*�6 &�(���%�� �"�%(�6 �����"�#�$ A�*��
�&B%&6 - ����%&���6 '&������6 ��& "��(���*&��� *&B%& (&2����$ (�$
(-�+ �&*'&%�%�6 %&������ ��"��)�'���"&- �&�&",+ %� '�"�����@��$�

�-�(�* �����*� -��&-6 ��-��$J�@ &� L

ω =

⎧⎪⎨
⎪⎩
i 1 ≤ i ≤ L∗

L∗ L∗ < i ≤ K∗

N − i K∗ < i < N

	�%%,� -��� '"&'&"#�&%���%, ����� -+&B(�%�� i)4& &������ -
�"����&"%�@ *��"�#�� ���&-�* -�-�A�%%&� ω)�&""��$#��� -�����%�

(F 1
n , F

2
n)ω =

N∑
i=1

ωif
1
i f

2
i .

����-�$ ω)�&""��$#�$ (F 1
n , F

2
n)ω = 0 &2��'���-��� "��(���*&���

�&*'&%�%� F 1
n � F 2

n �
�&B%& '&������6 ��& ���� "�%4 "$(� d = rank(F ) �&%���%6 *��"�#�

S 2�(�� �&(�"B��� %� 2&��� d &����%,+ &� %��$ �&2��-�%%,+ �����6 '"�
7�&* -"�*�%%&� "$( *&B�� 2,�� '"�(���-��% "���""�%�%&� �&"*��&�

fi+d =
d∑

k=1

akfi+d−k.

	�%%,� "�������� ��'&�������$ '"� '"&4%&��"&-�%�� -"�*�%%,+ "$(&-
� ��'&���&-�%��* ��
C! E�

� ����@��%�� 7�&4& "��(��� &2"���*�$ � '&%$��@ �'���"� &'�"��&"�6
�&�&"&� ���B� 2�(�� '&���%,* - (���%��A�*� 0���� A H %��&�&",�

..



��%��%,� &'�"��&" - 4���2�"�&-&* '"&��"�%��-� H

A(λ1x1 + λ2x2) = λ1Ax1 + λ2Ax2.

�'�"��&" %�'"�",-�%6 ���� (�$ �@2&4& ε > 0 %��(���$ δ ���&�6
��& '"� ||u − v|| ≤ δ 2�(�� -,'&�%$���$ ||Au − Av|| ≤ ε� 
���
(�$ �@2&4& v ∈ H6 v �= 0 &�%&A�%�� ||Av||/||v|| &4"�%���%&6
&'�"��&" &4"�%���%� �@2&� %�'"�",-%,� &'�"��&" &4"�%���%� �'�"��&"
%��,-����$ ��&*��"������*6 ���� &% '�"�-&(�� 7��*�%�, �� H1 - H26
�&+"�%$$ ����$"%&� '"&��-�(�%�� < Au,Av >=< u, v >� 
��� '"� 7�&*
� ��B(&4& 7��*�%�� v2 ∈ H2 ��J���-��� '"&&2"�� v1 ∈ H16 ���&�6 ��&
v2 = Av16 �& &'�"��&" %��,-����$ �%���"%,*� �%���"%,* $-�$���$
�@2&� &'�"��&"6 &�&2"�B�@J�� &"�&4&%&"*�"&-�%%,� 2���� &(%&4&
'"&��"�%��-� - &"�&4&%&"*�"&-�%%,� 2���� ("�4&4&� �&'"$B�%%,* �
&4"�%���%%&*� &'�"��&"� A �� H1 - H2 $-�$���$ &'�"��&" A∗ �� H2 -
H1 ���&�6 ��&

< v1, A
∗v2 >=< Av1, v2 >

(�$ -��+ v1 ∈ H1 � v2 ∈ H2� ��4�& '"&-�"���6 ��&

||A∗|| = ||A||, ||A∗A|| = ||A||2.

��� A &�&2"�B��� H - ��2$ � A∗ = A �& &'�"��&" %&���
%��-�%�� ��*&�&'"$B�%%&4&� ��*&�&'"$B�%%,� &'�"��&" %��,-����$
'&�&B�����%,*6 ���� < Av, v >≥ 0� ��*&�&'"$B�%%,� &'�"��&" *&B��
2,�� (��4&%����&-�%� o(�"%,* &'�"��&"&* %��,-����$ ���&� &'�"��&"6
��& ��**� ∑

n

< Aen, en >,

%��,-��*�$ ���(&*6 �&%��%� (�$ -��+ &"�&4&%&"*�"&-�%%,+ 2����&-�
0&�&B�����%,� &'�"��&"6 ���( �&�&"&4& �&%���% +&�$ 2, (�$ &(%&4&
&"�&4&%&"*�"&-�%%&4& 2�����6 $-�$���$ $(�"%,*� ��%��%,� &'�"��&",
�� H - C %��,-�@��$ ��%��%,*� ��%�#�&%���*��

�'���" σ(A) &'�"��&"� �� H - ��2$ �&��&�� �� -��+ λ ∈ C6 ����+ ��&
A−λI6 %� �*��� &4"�%���%%&4& &2"��%&4& VI &2&�%����� �&B(���-�%%,�
&'�"��&" Iv = vX� � �&%��%&*�"%&* 4���2�"�&-&* '"&��"�%��-� σ(A)

.&



�&��&�� �� �&2��-�%%,+ �%���%�� A� � 2���&%��%&*�"%&*6 - �'���"
-+&($� -�� �&2��-�%%,� �%���%�$6 &2"���@J�� �&���%,� �'���"6 � ���B�
λ %�'"�",-%&4& �'���"��

��* ��+������$$��  �'�&���"�$�� � $����$$!� ����

����� 0�����$��������
� ������

	�$ -,$-��%�$ ��-���*&���� *�B(� ������%,*� -�����%�*�
����& ��'&�������$ "�4"����&%%,� �%���� C!QE6CQQE6CQRE6CFDE� ��%��%,�
"�4"����&%%,� �%���� ���B�� (�$ %�+&B(�%�$ '�"�*��"&- ��%�� �
4�'�"'�&��&����6 '& �&�&",* 4"�''�"�@��$ ������%,� -�����%,� �
������ -"�*�%%,+ "$(&-6 %�2&" �� P '&���(&-�����%,+ &�����&- "$(�
*&B�� 2,�� �%��"'"���"&-�% ��� ������%,� -���&"� ��4"����&%%�$
*&(���6 �*��� -�(

xi =

p∑
k=1

βkyki + ni,

4(� ni H ������%�$ -�����%�6 βk H �&7���#��%�, "�4"������
	�$ ���#�&%�"%&4& 7"4&(�����&4& '"&#���� �&7���#��%�, '&��&$%%,�

-�&"�4"����&%%�$ *&(��� V
�X ��'��,-����$ - -�(�

xi = −
p∑

k=1

αkxi−k + ni. V!�DFX

1�(��� %�+&B(�%�$ '�"�*��"&- '"� 7�&* �-&(���$ � &'"�(���%�@
���&� 4�'�"'�&��&���6 "����&$%�� &� �&�&"&� (& ���(�@J�4& &������
xi *�%�*���%&� � 
�)*&(��� �%���%�� -"�*�%%&4& "$(� - *&*�%�
t '"�(���-�$���$ ��%��%&� �&*2�%�#��� '"�(A���-�@J�+ �%���%��
� &������ A�*�� � *&(��� ��&���$J�4& �"�(%�4& V��X6 &�����
'"�(���-�$���$ - -�(� �&*2�%�#�� ����J�4& � '"�(A���-�@J�+
�%���%�� ������%&� -�����%, ni

xi =

q∑
k=0

βkni−k. V!�DGX

.2



�2��(�%�%%�$ *&(��� ��'��,-����$ - -�(�

xi = −
p∑

k=1

αkxi−k +

q∑
k=0

βkni−k V!�D X

� %&��� %��-�%�� �-�&"�4"����� �& ��&���$J�* �"�(%�* V
���X�

-�&"�4"����&%%�$ ����� ���-� *&B�� 2,�� ��(�%� {)'"�&2"��&-�%��*

A(z) =

p∑
m=1

αmz
−m,

�����6 �-$��%%�$ �& ��&���$J�* �"�(%�* V��X6 H {)'"�&2"��&-�%��*

B(z) =

q∑
m=1

βmz
−m

	�$ 
��� '"&#���� '�"�(��&�%�$ ��%�#�$

H(z) =
B(z)

A(z)

$-�$���$ "�#�&%���%&� ��%�#����
�#�%�-�%�� '�"�*��"&- 
�)*&(��� *&B%& '"&-&(��� '&

�-�&�&-�"��#�&%%&� ��%�#�� V
��X Rxx(τ) � ��'&���&-�%��*
�"�-%�%�� c��)�&��"�

Rxx(k) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−

p∑
l=1

αlRxx(k − l) k > 0

−
p∑
l=1

αlRxx(−l) + σ2 k > 0

�(��� σ2 H (��'�"��$ ������%&� -�����%, ni� �#�%�� '�"�*��"&-

�)*&(��� '& 
�� ����%& ��-���� &� ������-� &#�%�� ��*&� 
���
���&*�%(����$ ��'&���&-��� %��*�J�%%�@ &#�%�� 
��6 �&�&"�$ (�$
7"4&(�����&4& '"&#���� -,����$���$ '& M &������* "$(� '& �&"*���

Rxx(m) =
1

N −m

N−m−1∑
n=0

xn+mx
∗
n.. V!�DIX

&/



x*�J�%%�$ &#�%�� 
�� -,����$���$ '& �&"*���

Rxx(m) =
1

N

N−m−1∑
n=0

xn+mx
∗
n. V!�DQX

����"��-%,� ��4&"��* ��-�%�&%�)	�"2�%� '&�-&�$�� -,����$��
'�"�*��", '&���(&-�����%& �-�����-�$ '&"$(&� *&(��� p� 	�$ '�"-&4&
'&"$(�� Vk = 1X

α11 = −Rxx(1)/Rxx(0),

σ2
1 = (1 − |α11|2)Rxx(0),

(����6 (�$ k = 2, 3..p

αkk = −
[
Rxx(k) +

k−1∑
l=1

αk−1,lRxx(k − l)

]
/σ2

k−1,

αki = αk−1,i + αk,kα
∗
k−1,k−i,

σ2
k = (1 − |αkk|2)σ2

k−1.

0�"�*��", 
�)*&(��� *&4�� &#�%�-����$ %�'&�"�(��-�%%& '&
&������* -"�*�%%&4& "$(�6 ��+&($ �� '"�%#�'� *�%�*���#�� ��**,
�-�("��&- &���&%�%�� '"&4%&�&- -'�"�( � %���(�

Ep =
N−1∑
n=p

|epn|2 +
N−1∑
n=p

|bpn|2.

�A�2�� '"&4%&�� �%���%�$ xn -'�"�( &'"�(��$���$ -,"�B�%��*

epn = xn +

p∑
k=1

αpkxn−k =

p∑
k=0

αpkxn−k,

4(� αp0 = 1� �A�2�� '"&4%&�� �%���%�$ xn−p %���( &'"�(��$���$
-,"�B�%��*

bpn = xn−p +

p∑
k=1

α∗
pkxn−p+k =

p∑
k=0

α∗
pkxn−p+k,

&�



4(� α∗
p0 = 16 �-��(&��&� &2&�%���%& �&*'����%&� �&'"$B�%��� � DSIQ 4�

W�"4&* '"�(�&B�% ��4&"��* *�%�*���#�� Ep '& *��&(� %��*�%�A�+
�-�("��&- � &4"�%���%��*6 ��(�-��*,* �"�-%�%��* ��-�%�&%�

bpk = ap−1,k + appa
∗
p−1,p−k,

- '"�('&�&B�%�� & �&*6 ��& '&�@�� '�"�(��&�%&� ��%�#�� "��'&�&B�%,
-%��"� �(�%��%&4& �"�4�6 ��& $-�$���$ %�&2+&(�*,* ���&-��*
���&���-&��� (���"��%&4& 
�)�����"�6 �* 2,�� '&����%� �&"*���

aii =

−2
N−1∑
k=i

b∗i−1,k−1ei−1,k

N−1∑
k=i

(|bi−1,k−1|2 + |ei−1,k|2)
.

	��4&%���%,� �&7���#��%�, aii %&�$� %��-�%�� �&7���#��%�&-
&�"�B�%�$� 	�$ �%�*�%����$ 
%(�"�&%&* '&����%& "���""�%�%&�
�&&�%&A�%��

znam(i) =
N−1∑
k=i

(|bi−1,k−1|2 + |ei−1,k|2) =

znam(i− 1) · (1 − |ai−1,i−1|2) − |bi−1,N−i|2 − |ei−1,i|2.
��&"�*� (��&*'&��#�� �&�(�6 ����%�-��-�@J�$ �-$�� *�B(� 
�6

�� � 
��� '"&#����*�6 4�����6 ��& �@2&� ���#�&%�"%,� 
��� ���
�� '"&#��� *&B%& '"�(���-��� 
� '"&#���&*6 -&�*&B%& 2���&%��%&4&
'&"$(��� ��&2&"&�6 �@2&� 
��� ��� 
� '"&#��� *&B%& '"�(���-���
�� '"&#���&* %��&�&"&4&6 -&�*&B%& 2���&%��%&4& '&"$(��� 1������@

��� '"&#��� �(����$ '"�(���-��� 
� '"&#���&* 2&��� -,�&�&4&
'&"$(��6 ����,-�$ �"�-%�����%�@ '"&��&�� &#�%�-�%�$ 
� '�"�*��"&-
'& �"�-%�%�@ � 
���6 7��* ����& '&����@��$�

� -,2&"� '&"$(�� *&(��� *&B%& ������� ���(�@J��5 �-�����%��
'&"$(�� *&(��� �*�%�A��� (��'�"��@ σ2

k6 -,+&( (��'�"��� %�
���2���%,� �"&-�%� 4&-&"�� & �&*6 ��& %�B%,� '&"$(&� (&���4%��� �

&�



&2J�*6 %� �*��� �*,��� -,2�"��� '&"$(&� *&(��� 2&��A�� N/26 4(� N
H ����& &�����&- "$(��

0"�-�(�* �J� %���&���& �"���"��-6 �&�&",*� *&B%&
"��&-&(��-&-����$ '"� -,2&"� '&"$(�� *&(���� ��&%��%�$ &A�2��
'"�(�����%�$ &'"�(��$���$ -,"�B�%��*

OOPp = Ep

(
N + p+ 1

N − p− 1

)
.

�%�&"*�#�&%%,� �"���"�� 
�����6 '"�*�%$�*,� - ������6 ����
'"&#��� �*��� 4����&-, ���������� &'"�(��$���$ ���

IKAp = ln(Ep) + 2(p+ 1)/N. V!�DRX

0"�(�&B�%%�$ 0�"��%&* �-�&"�4"����&%%�$ '�"�(��&�%�$ ��%�#�$
�"���"�$ �*��� -�(

APFKp =

(
1

N

p∑
j=1

1

Êj

)
− 1

Êp

,

4(� Êj = (N/(N − j))Ej. ��� -,A�'�"������%%,� �"���"�� -,+&($�
%� ���2���%,� �"&-�%� '"� (&���B�%�� '&(+&($J�4& '&"$(�� *&(��� �
'�"����@� �*�%�A����$ V�-�����-����$X� � ����@��%�� (�%%&4& "��(���
'"�-�(�* �&"*��� �'���"���%&� *&J%&��� 
�)'"&#����6 �&�&"�$
'&%�(&2���$ %�* - "��(��� VF�FX

ρAP (ω) = |H(eiωt)|2ρn(ω) =
σ2∆t

|1 +
p∑

k=1
(αke−iωk∆t)|

,

�(��� ∆t H �%��"-�� -"�*�%� *�B(� "�-%&&���&$J�*� &������*��
�'���%%,� *&(��� *&B%& ���&B%$��� 
��� - *&(��� (&2�-���

%��&�&"�@ ��%��%�@ �&*2�%�#�@ -%�A%�4& ��4%��� u6 '&����* 
���
� -%�A%�*� �&*'&%�%��*� V:hy:UX

x(ti) = −
p∑

k=1

αkx(ti−k) +

q∑
k=0

βkn(ti−k) +

q∑
k=0

γku(ti−k). V!�DSX

&�



	�$ &'���%�$ %����#�&%�"%,+ -"�*�%%,+ "$(&- *&B%& ��'&���&-���
*&(��� � ��*�%$@J�*��$ -& -"�*�%� �&7���#��%��*�� � '"�*�"�
*&(��� 
��� � -%�A%�*� �&*'&%�%��*� � ��*�%$@J�*��$ -& -"�*�%�
�&7���#��%��*� V^:hy:UX *&B%& ��'����� - -�(�

x(ti) = −
p∑

k=1

αk(ti)x(ti−k) +

q∑
k=0

βk(ti)n(ti−k) +

q∑
k=0

γ(ti)ku(ti−k). V!�!TX

��� 7�� *&(��� ��%��%, '& '�"�*��"�*�
1%�������%& ��&B%�� *&(���"&-�%�� %���%��%,+ '& '�"�*��"�*

��-���*&����� 	�$ 7�&4& *&B%& ��'&���&-��� %���%��%�@
"�4"����&%%�@ *&(��� -�(�

x(ti) = f(x(ti−1), x(ti−2), . . . , x(ti−n)) + n(ti),

4(� f H %���%��%�$ ��%�#�$ �"4�*�%�&-� ���6 *&B%& --&(��� *&(���
�
�6 �
���6 �
��� � -%�A%�*� �&*'&%�%��*� VM:hy:UX � ("�4��
CDSE�

��(&��*�%�%%,� *&(��� 
���6 - �&�&",+ 2��,� A�* ��*�%�% %�
#-��%&�6 ���B� �*�@� %���%��%,� �-&���-�� ��4"����&%%,� *&(��� ���%&
�-$��%, � (���"��%,*� (�%�*������*� �����*�*��

����� 
������ ��
��
������
� ������
���

��"*�% �&��&��#�$ ��%�����%& 2,� �-$��% � (����"�%#����%,*�
�"�-%�%�$*�� 1���* �&��&��#�$ ��'&���&-����� (�$ �&*2�%�"&-�%�$
"�����%,+ -�(&- ��*�"�%��6 � #���@ '&����%�$ B����*&4& ��4%���6
%�'"�*�" �%&*���� ���, �$B����� �"�(%��-�("��������$ �&��&��#�$6
$-�$@J�$�$ ��%��%,* "�4"����&%%,* *��&(&*6 '&�-&�$�� &2"�2��,-���
%�2�@(�%�$ - ��+ �����$+6 �&4(� B����*,� ��4%�� �-$��% �
%�2�@(�%�$*� %� (���"*�%�"&-�%%&6 � ��&+��������� CFGE� ����$ �-$��
*&B�� 2,�� ��(�%� �&-�"��#�&%%,*� ��%�#�$*� ��� *��"�#�*��
��%��%�$ %��*�J�%%�$ &#�%�� B����*&4& ��4%��� s "��*�"%&��� p �
*�%�*���%&� (��'�"���� �J���$ '& %�2�@(�%�$* l "��*�"%&��� N -
-�(�

ŝ = Hl,

&%



4(� H ) %��&�&"�$ *��"�#�� 
��� '"� 7�&* ��-���%, �&-�"��#�&%%,�
*��"�#, Qss = E(ss′)6 Qll = E(ll′)6 Qsl = E(sl′)6 '&���-��%%�$ ��(���
%�+&(�� "�A�%�� - -�(�

H = QslQ
−1
ll ,

� �'&���"�&"%&� �&-�"��#�&%%&� *��"�#��

Dss = Qss −QslQ
−1
ll Qls.

0&( B����*,* ��4%��&* �(��� � - (���%��A�* *&B%&
'&%�*��� ��4%�� &(%&� �� ���(�@J�+ ����4&"��5 �4��B�%%,�6
�%��"'&��"&-�%%,�6 '"&4%&�%,�� � ������ �����"�#��6 ����
%�2�@(�%�$ &�$4��%, A�*�*� r

l = t+ r,

-,(���%�� ��4%���%&� ����� t *��&(&* ���6 - '"�('&�&B�%��
%��&""���"&-�%%&��� ��4%��� � A�*�6 &��J���-�$���$ '& �&"*���

t̂ = QttQ
−1
ll l.

1%�$ �&-�"��#�&%%�@ *��"�#� A�*� *&B%& -,������� �&-�"��#�&%%�@
*��"�#� B����*&4& ��4%���

Qtt = Qll −Qrr.

	�$ %��&""���"&-�%%&4& 2��&4& A�*� Qrr = σ2
nI, 4(� I ) �(�%��%�$

*��"�#�6 σ2
n H (��'�"��$ A�*��

�#�%�� *��"�#, Qll *&B�� 2,�� �(���%� '& %�2�@(�%�$*� �%�����
%�B%& &#�%��� 
�� '& �&"*��� V!�DIX ��� V!�DQX� 1���* �%���%�$ 
��
��%&�$��$ - ��**��"������@ �&-�"��#�&%%�@ *��"�#� Qxx6 ��� ��&
{qij} = R(|i− j|)�


��� �����"�#�$ '"&-&(���$ - ��+ B� �&���+6 ��& � %�2�@(�%�$6
�& �%��"'&�$#�$ '&�-&�$�� &#�%��� ��4%�� � - ("�4�+6 '"&*�B��&�%,+
�&���+ %� �%��"-��� %�2�@(�%���

0"&4%&��"&-�%�� ��4%��� f %� P �&��� -'�"�( ���B� *&B��
2,�� -,'&�%�%& *��&(&* ��� '"� %������ &#�%&� N + P �&���
�&-�"��#�&%%&� ��%�#�� '& �&"*���

f̂ = QftQ
−1
ll l, V!�!DX

&�



4(� Qft "��*�"%&��� [P × N ] H ��-�$ %�B%$$ ����� �-�����%%&�
�&-�"��#�&%%&� *��"�#, ��4%���6 "��'&�&B�%%�$ '&( *��"�#�� Qtt

"��*�"%&���@ [N ×N ]� 
'&���"�&"%�$ �&-�"��#�&%%�$ *��"�#� (����$
�&"*��&�

Dff = Qff −QftQ
−1
ll Qtf .

����� 2�*����-� ���� /2
1

	�$ %���%��%&4& *&(���"&-�%�$ *&B%& ��'&���&-��� %��"&%%,�
����� ����*&�"�* %��&�&",� ��&"��������� &�%&-,6 ��� ��&2, %�
&���%�-��-����$ %� %�+ '"� ���&B�%�� '"���������+ "��������&-
��'&���&-�%�$ %��"&%%,+ ������

�������-�%%,� %��"&%%,� ���� -&�%���� 2��4&(�"$ �����(&-�%�@
*&�4�� ]��&-������� *&�4 �&(�"B�� 1011 %��"&%&-6 �-$�� *�B(�
�&�&",*� &2��'���-�@� &�&�& 1015 ��%�'�&-� ���"&���-& *&�4�6
'&�-&�$@J�� 2,��"& "�A��� ��(��� &4"&*%&� ��&B%&���6 ���� - ��2�
%�*��& ���%� �& (�B� '�"-,� '&',��� "������#�� 2��&-,+ '"�%#�'&-
�4& ��%�#�&%�"&-�%�$6 '"�('"�%$�,� -& -�&"&� '&�&-�%� UU -� �
'"�-����%��* ��&"&��%,+ `��6 '&������ &����%,� -&�*&B%&��� ��
'"� "�A�%�� ��(�� �%��"'&�$#�� � �''"&���*�#��6 "��'&�%�-�%�$
� ����������#��6 '"&4%&��"&-�%�$6 �B���$ (�%%,+6 �(�%������#��
�����*6 �'"�-��%�$6 ���&#��#�� � ("� C!IE6C!TE�

� ��"�(�%� UU -� '&$-����� '�"-,� *&(��� %��"&%�� �������-�%%,�
%��"&% H 7�& �����*�6 '"�&2"���@J�$ -+&(%&� -���&" X - -,+&(%&�
��4%�� y '& '"�-���

y = f(WXT + b),

4(� z H -���&" -��&-,+ �&7���#��%�&-6 +�"����"���@J�� ���'�%�
"���#�� %��"&%� %� "�����%,� �&*'&%�%�, -+&(%&4& ��4%���6 b H
�*�J�%�� ��� '&�$"���#�$6 f H ��%�#�$ ����-�#��6 ��� '�"�(��&�%�$
��%�#�$ %��"&%��

&)



]���& ��'&�����*&� *&(���@ %��"&%� $-�$���$ '�"��'�"&%� ��%�#�$
����-�#�$ ���&4& %��"&%� H ���'�%����$ ��%�#�$ p�-����(�

f(u) =

{
1 u ≥ 0

0 u < 0
. V!�!!X

	"�4&� ����& ��'&�����*&� %�'"�",-%&� ��%�#��� ����-�#��
$-�$���$ ��4*&�(���%�$ ��%�#�$� �������@� �%�'&�$"%�@

f(u) =
1

1 + e−βu
V!�!FX

� 2�'&�$"%�@
f(u) = tanh(βu) V!�!GX

��4*&�(��%,� ��%�#��� 0"� β → ∞ &2� ��4*&�(���%,� ��%�#��
��"�*$��$ � ��%�#�� p�-����(�� ]���& ��'&�������$ ��%��%�$ ��%�#�$
����-�#�� f(u) = u�

��(���%,� %��"&%, &23�(�%$@� - %��"&%%,� ����� ��&�* %��,-����$
4"�''� %��"&%&- � &(�%��&-,*� ��%�#�$*� ����-�#��� �� -+&( ��B(&4&
%��"&%� ��&$ '&���'��� &(�% � �&� B� -+&(%&� -���&"6 � %� -,+&(�
��&$ �&"*�"����$ -���&"%,� ��4%��6 �&(�"B�J�� - ������-� �&*'&%�%�
-,+&(, ��B(&4& �� %��"&%&- ��&$� ���*�"%&��� ���&4& -,+&(%&4&
-���&"� "�-%� ����� %��"&%&- - ��&�� �%&4&��&�%�$ ���� ��%�#�&%�"���
'& ���(�@J�*� '"�%#�'�5 -+&(%&� -���&" '&���'��� %� -+&( ��B(&4&
�� %��"&%&- -+&(%&4& ��&$6 �4& -,+&(%&� -���&" ���%&-���$ -+&(&*
'"&*�B��&�%&4& ��&$� 0"&*�B��&�%,+ ��&�- *&B�� 2,�� %���&���&�
0"&�($ &2"�2&��� ����* �����(&* -���&" '&���'��� %� -,+&(%&� ��&�6
����& %��"&%&- - �&�&"&* &'"�(��$�� "��*�"%&��� "�������"�@J�4&
-,+&(%&4& -���&"� %��"&%%&� ����� �&"*��� '"�&2"��&-�%�$ -+&(%&4&
-���&"� X - -,+&(%&� -���&" Y (�$ ����& ��'&�����*&� �"�+��&�%&�
�"+������", ���� *&B�� 2,�� ��'���%� - -�(��

Y = F3
(
W3F

T
2
(
W2F

T
1 (W1X

T +B1) +B2
)

+B3
)
,

4(� Wi ) *��"�#� -��&-6 Bi ) -���&" �*�J�%��6 Fi ) -���&"%�$ ��%�#�$
����-�#�� i)��&$� �&B%& '&������6 ��& ���� � �@2,* ����&* ��%��%,+

&.



��&�- V-�� ��%�#�� ����-�#�� ��%��%,X �-&(���$ � &(%&��&�%&�
��%��%&� %��"&%%&� �����

0�"�'�A�* �&"*��� -,+&(%&4& ��4%��� i)4& %��"&%� - -�(�

yi = f(ui) = f

(
N∑
j=1

wijxj + wi0

)
= f

(
N∑
j=0

wijxj

)
,

4(� N H "��*�"%&��� -+&(%&4& -���&"�6 � (&'&�%�����%,� ���% x0 =
1 �&&�-����-��� '&�$"���#��� ���-�(%&6 ��& ���� f ) ���'�%����$
��%�#�$6 �& %��"&% &��J���-�$�� ����������#�@ -+&(%&4& -���&"�
x ∈ RN '& '"�%#�'� �4& '"�%�(��B%&��� � �&*� ��� �%&*�

'&��'"&��"�%��-�6 %� �&�&",� 4�'�"'�&��&���
N∑
j=0

wijxj = 0 "��2�-���

RN �
�&B%& -,����$�� �"4�*�%� ��%�#�� ����-�#�� ��� "����&$%��

*�B(� -���&"&* -��&- � -+&(%,* -���&"&*� ���"&%6 ��%�#�&%�"�@J��
'& '"�-���

yi = f(ui) = f(||X −Wi||),
%��,-����$ "�(����%,* � *&B�� ��������#�"&-��� -+&(%&� -���&" '&
'"�%#�'� '"�%�(��B%&��� � ���"�����&� &�"���%&��� �&��� - RN � 	�$
"�(����%,+ %��"&%&- - ������-� ��%�#�� ����-�#�� ����& '"�*�%$@�
��%�#�@ ������

yi = f(ui) = e−
u2

i
2σ2 . V!�! X

���6 � ����&* *��A��2�"�@J�� *��"�#, Q6 ��%�#�@ 2&��� &2J�4& -�(�

yi = f(ui) = e−u
T
i Q

TQui = exp
(−||X −Wi||TQTQ||X −Wi||

)
.

����* &2"��&*6 %��"&%%�$ ���� *&B�� ��'&���&-����$ (�$ "��2��%�$
*%&4&*�"%&4& '"&��"�%��-� 4�'�"'�&��&��$*� � ���"�*� %� �&%��%&�
����& &2������ � (�$ ����������#�� -���&"&- - %�*� ���� *&B��
��'&���&-����$ ���B� (�$ �''"&���*�#�� �@2&� ��%�#��� 0"� 7�&*
-+&(%&� ��4%�� ����& �(&2%& 2,-��� &�*��A��2�"&-��� ���6 ��&2, �4&
�%���%�$ ��B��� - (��'��&%� [−1, 1]

&&



��B%��A�* 7��'&* '"� �&�(�%�� %��"&%%&� ���� $-�$���$ ��
&2���%��6 ���� '&(2&" '�"�*��"&- -��+ %��"&%&-� ��J���-��� (-� ��'�
&2���%�$ ���� H � �������* � 2��� 0"� &2���%�� 2�� ������$ '�"�*��",
'&(2�"�@��$ ��2& %� &�%&-� �&""��$#�� *�B(� -+&(%,*� � -,+&(%,*�
(�%%,*� V&2���%�� '& p�22�X6 ��2& %� &�%&-� �&%��"�%#�� %��"&%&-
*�B(� �&2&�� 0"� &2���%�� � �������* �*����$ %�2&" ����&-,+ -+&(%,+
X � &B�(��*,+ -,+&(%,+ ��4%��&- D� � ��'&���&-�%��* *��&(&-
&'��*���#��6 '���* '&-�&"�%�$ #���&- &2���%�$6 '�"�*��", %��"&%&-
���� '&(2�"�@��$ ���6 ��&2, ��(�%%,� -+&(%,� ��4%��, '"�-&(��� �
&������*6 ��� *&B%& 2&��� 2�����* � &B�(��*,*� ������%,� �%���%�$
'�"�*��"&- ���� *&4�� '&(2�"����$ ������%&� �+ �%���%�$ ��&�%$@��$
��+&($ �� �"�-%�%�$ '&����%%,+ -,+&(%,+ ��4%��&- � ��4%���*�
�"�-%�%�$� 0"�-�(�* %��&�&",� '"�*�", &2���%�$�

0�"��'�"&%%�$ ���� &2������$ '& ����&-,* (�%%,* '& '"�-���
��("&�)p&���

wij(t+ 1) = wij(t) + ∆wij,

∆wij = xj(di − yi).
V!�!IX

1(��� wij(t) ) -��&-&� �&7���#��%� i)%��"&%�6 �-$��%%,� � j)
�&*'&%�%�&� -+&(%&4& -���&"� X %� k)���"�#�� &2���%�$� �,+&(%&�
��4%�� %��"&%� yi � &B�(��*&� �%���%�� di (�$ '�"��'�"&%� '"�%�*�@�
�&���& (-&��%,� �%���%�$ 0 � 1�

�2���%�� '&-�&"$���$ *%&4&�"��%& (�$ *�%�*���#�� ��%�#��
'&4"�A%&��� V#���-&� ��%�#��X E6 ��J� -��4& �*�@J�� -�(

E =
1

2

p∑
k=1

||Y (k) −D(k)||2 =
1

2

p∑
k=1

M∑
i=1

(y
(k)
i − d

(k)
i )2,

4(� p &�%����� �&������-& '"�(3$-�$�*,+ &2���@J�+ -,2&"&�6 M H
����& %��"&%&- -,+&(%&4& ��&$�

	�$ �����6 -��@��@J�+ %��"&%, � %�'"�",-%&� ��%�#��� ����-�#��
*&B%& ��'&���&-��� 4"�(��%�%,� *��&(, &'��*���#��� 0&7�&*�
��%�#�@ ����-�#�� p�-����(� ����& �''"&���*�"�@� ��4*&�(���%&�
��%�#��� V!�!FX ��� V!�!GX � (&����&�%& 2&��A�* �%���%��* '�"�*��"�

&2



β� 	�$ '&(2&"� '�"�*��"&- w � *�%�*���#�� #���-&� ��%�#��
E(w) ��'&����@� ��4&"��* &2"��%&4& "��'"&��"�%�%�$ &A�2��� �����$
��%�#�@ E(w) %�'"�",-%&� ��4�& -,������� '&'"�-�� � -���*
-,+&(%&4& ��&$ ����

W (t+ 1) = W (t) + ∆W,

∆W = ηP (W ),
V!�!QX

4(� η ) �&7���#��%� &2���%�$6 P (W ) ) %�'"�-��%�� - *%&4&*�"%&*
'"&��"�%��-�� � '"�*�"�6 - ����������&* *��&(� %����&"��A�4& �'����
7�& %�'"�-��%�� &2"��%& 4"�(��%�� #���-&� ��%�#��

P (W ) = −∇E.
	�$ &'"�(���%�$ '&'"�-&� � '�"�*��"�* '"�(,(�J�4& ��&$ *&B%&
-&�'&���&-����$ ���&� B� �&"*��&�6 '"�(-�"�����%& &'"�(���-
'&4"�A%&��� %� -,+&(� 7�&4& ��&$� 0�"�-���� '&4"�A%&��� %�
'"�(,(�J�� �"&-�%� *&B%&6 '&(�- %� 2,-A�� -,+&(6 ��'&�����*,�
��'�"� ��� -+&(6 &���&%�%�� -,+&(%&4& ��4%��� ���� &� &B�(��*&4&6 �
��*�%�- ��%�#�� ����-�#�� �+ '"&��-&(%,*�� ����*&�"�* - ������-�
'"�*�"� (-�+��&�%�@ ���� - ������ &(%&4& ����&-&4& ��4%���6 -,+&(
�&�&"&� &'"�(��$���$ -,"�B�%��*

yk = f

(
K∑
i=0

w
(2)
ki νi

)
= f

(
K∑
i=0

w
(2)
ki f

(
N∑
j=0

w
(1)
ij xj

))
.

r���-�$ ��%�#�$ ��'��,-����$ - -�(�

E =
1

2

M∑
k=1

(yk − dk)
2 =

1

2

M∑
k=1

(
f

(
K∑
i=0

w
(2)
ki νi

)
− di

)2

4"�(��%� �&(�"B�� �&*'&%�%�,

∂E

∂w
(2)
ki

= (yk − dk)
df(u

(2)
k )

du
(2)
k

νi = δ
(2)
k νi,

2/



4(� u(2)
k =

∑K
j=0w

(2)
kj νj &'"�(��$�� '&'"�-�� � '�"�*��"�* w(2)

ki -,+&(%&4&

��&$� 0&'"�-�� � '�"�*��"�* w
(1)
ij '�"-&4& ��&$ &'"�(��$@��$ �

��'&���&-�%��* -,"�B�%$

∂E

∂w
(1)
ij

=
M∑
k=1

(yk − dk)
df(u

(2)
k )

du
(2)
k

w
(2)
ki

df(u
(1)
i )

du
(1)
i

xj = δ
(1)
i xj,

4(� u(1)
i =

∑N
j=0w

(1)
ij xj�

����* &2"��&*6 (�$ ��'&���&-�%�$ ��4&"��*� &2"��%&4&
"��'"&��"�%�%�$ &A�2�� -�B%,* &���,-����$ -,�����%�� 4"�(��%��
%� ��B(&* �"&-%�� 	�$ 7�&4& &���,-����$ �(&2%,* ��'&���&-���
�&'"$B�%%,� 4"��, ����6 %�'"�-��%�$ (�4 - �&�&",+ ��*�%�%,
%� &2"��%,� � ��+&(%,* %�'"�-��%�$* ����6 � �* �&'&���-��%,
�&7���#��%�, H '"&��-&(%,� ��%�#�� ����-�#�� '& -+&(%,*
��4%���*� ��&"�$ 4"��&- (��� '"&��,� �&"*��, (�$ -,�����%�$
4"�(��%�&-� ��&(%&�"��%&� &'"�(���%�� '&'"�-&� � '�"�*��"�*
���� '"�-&(�� � �*�%�A�%�@ &���&%�%�$ -,+&(%,+ ��4%��&- &�
����&-,+� �2,�%& &2���%�� '"��"�J����$ '"� (&���B�%�� %��&�&"&4&
��(�%%&4& �"&-%$ '&4"�A%&���� �(%��&6 &%& *&B�� ��%$�� (������%&�
-"�*$6 � *&4�� -&�%����� ��&B%&��� � &�,���%��* 4�&2���%&4&
*�%�*�*� #���-&� ��%�#�� '"� %������ 2&��A&4& ����� �&����%,+
*�%�*�*&-� 	�$ ���&"�%�$ &2���%�$ � '"�(&�-"�J�%�$ ����"�-�%�$ -
�&����%,+ *�%�*�*�+ ��'&����@��$ �'�#����%,� ��4&"��*,6 %�'"�*�"
'&'��$#�&%%,� ��4&"��*, &'��*���#�� C!TE�

�&B%& "���&B��� #���-�@ ��%�#�@ - "$(

E(w + p) = E(w) + gt(w)p+
1

2
ptH(w)p+ . . . ,

4(� g(w) = ∇E H -���&" 4"�(��%��6 � H(w) H *��"�#� ����� '"&��-&(%,+
-�&"&4& '&"$(���

� ��4&"��*� %����&"��A�4& �'���� � *&*�%�&* '&'"�-�� �
'�"�*��"�* &'"�(��$@��$ *&(���#�"&-�%%&� �&"*��&�

∆Wk = ηkPk + α(Wk −Wk−1),

2�



4(� k H %&*�" ���"�#��6 � �&7���#��%� *&*�%�� α '&(2�"����$ -
�%��"-��� [0, 1] ���6 ��&2, - ������ '&'�(�%�$ - �&����%,� *�%�*�*6
�&4(� P ≈ 06 �(��&�� �� %�4& -,2"����$6 '"� 7�&* '"&#��� &2���%�$ %�
(&�B�% &�������$ "��+&($J�*�$�


�4&"��* '�"�*�%%&� *��"��� &�%&-�% %� "���&B�%�� #���-&�
��%�#�� (& ���%&- -�&"&4& '&"$(��� 0"�"�-%�-�%�� %��@ '"&��-&(%&�
(��� -,"�B�%��

p = −H−1g,

��B�J�� - &�%&-� %�@�&%&-��&4& ��4&"��*� &'��*���#��� 0"�*�%�%��
7�&4& ��4&"��*� �"�2��� '&�&B�����%&� &'"�(���%%&��� 4�����%�
%� ��B(&* A�4�� � ��4&"��*� -*���& 4�����%� ��'&�������$ �4&
'"�2��B�%�� Y� �2&�%���- '"�"&�� 4"�(��%�� %� k A�4� rk = gk − gk−16
� Vk = G−1

k *&B%& ��'����� �(&2%,� ���"�#�&%%,� �&"*��,

Vk = Vk−1 +

[
1 +

rTk Vk−1rk
sTk rk

]
sks

T
k

sTk rk
− skr

T
k Vk−1rks

T
k

sTk rk
,

��2&

Vk = Vk−1 +
sks

T
k

sTk rk
− Vk−1rkr

T
k V

T
k−1

rTk Vk−1rk
.

0"� %�����%&* �%���%�� V0 = 1 *&B%& &2��'����� '&�&B�����%�@
&'"�(���%%&��� �''"&���*�#�&%%&� *��"�#, 4�����%� � 2,��"�@
�+&(�*&��� ��4&"��*��

� ��4&"��*� ��-�%2�"4�)��"�-�"(�� 4�����% �''"&���*�"����$6 �
��'&���&-�%��* �&(�"B�J���$ - 4"�(��%�� �%�&"*�#��6 � ����&*
"�4��$"���#�&%%&4& ����&"�� �2&�%���- ei = yi − di �

e =

⎛
⎜⎜⎝
e1

e2

. . .
eM

⎞
⎟⎟⎠ , J =

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂e1
∂w1

∂e1
∂w2

. . . ∂e1
∂wn

∂e2
∂w1

∂e2
∂w2

. . . ∂e2
∂wn

. . . . . . . . . . . .
∂eM

∂w1

∂eM

∂w2
. . . ∂eM

∂wn

⎞
⎟⎟⎟⎠ , V!�!RX

'&����* -,"�B�%�$ (�$ 4"�(��%�� � �''"&���*�"�@J�� 4�����%

2�



*��"�#,

g = JTe,

G = JTJ +R,
V!�!SX

4(� R ) �&*'&%�%�, 4�����%� 2&��� -,�&�&4& '&"$(��6 �&�&",�
��*�%$@��$ "�4��$"���#�&%%,* ����&"&* R = ν · 1 H '�"�*��"&*
��-�%2�"4�)��"�-�"(�� ν6 (&*%&B�%%&* %� *��"�#� �� �(�%�#� `�&*�
'�"�*��"� - %����� ��4&"��*� '"�(����$ �%���%��6 *%&4& 2&��A��
�&2��-�%%&4& �%���%�$ *��"�#, JTJ 6 *�%�*���#�$ -,'&�%$���$ -
%�'"�-��%�� −g/ν� 1���* �4& �%���%�� �*�%�A����$ � -�� 2&���
��J���-�%%�@ "&�� %���%��� �4"��� '�"-&� ���4��*&� - �&"*��� (�$
G6 %� &'"�(���%%&* 7��'� ��4&"��* '"�-"�J����$ - ��4&"��* ������)
��@�&%� � �-�("����%&� �+&(�*&���@ � &'��*���%&*� "�A�%�@�

0&(2&" �&7���#��%�� &2���%�$ �4"��� -�B%�@ "&�� - ��4&"��*�+
&2"��%&4& "��'"&��"�%�%�$ &A�2��� ���A�&* *��&� �%���%��
'"�-&(�� � (������%&*� &2���%�@6 2&��A&� H � 8'�"�'",4�-�%�@9
*�%�*�*� � %�&2+&(�*&��� -&�-"���� �&�*&B%& �(�'��-%&� ��*�%�%��
�&7���#��%�� - '"&#���� &2���%�$� � '"�*�"�6 ���� '&4"�A%&���
εi =

√
Ei %� i A�4� &2���%�$ &��B���$ 2&��A��6 ��* kwεi−16

4(� kw ) �&7���#��%� (&'����*&4& '"�"&��� '&4"�A%&���6 *&B%&
-&�'&���&-����$ -,"�B�%��*

ηi+1 = ηipd,

4(� pd H �&7���#��%� �*�%�A�%�$ η� 
��� B� '&4"�A%&��� %� '"�-,���
kwεi−16 *&B%& ��'&���&-��� -,"�B�%��

ηi+1 = ηipi,

4(� pd H �&7���#��%� �-�����%�$ η� �&B%& ��'&���&-��� (�$ ��B(&4&
��&$ ���� �%���%��

η ≤ min

(
1

ni

)
,

4(� ni H �&������-& -+&(&- i %��"&%� - ��&�� �(%&�%��%&4& '&(+&(� �(���
%� ��J���-����

2�



W&��A&� -��$%�� %� ������-& "�A�%�$ ��(��� &���,-��� ����&
��&�- %��"&%%&� ���� � ����& %��"&%&- - %�+� �(%&�%��%&4&
'"�-��� '&(2&"� �(��� ���B� %� ��J���-���� �(%��&6 ���(���
����,-��� �&6 ��& %�(&����&�%&� �&������-& %��"&%&- ���� %� '&�-&���
(&����� (&����&�%&� ���'�%� &2&2J�%�$ (�$ ��&B%&4& ��4%����
���A�&* 2&��A&� ����& %��"&%&-6 %�&2&"&�6 '"�-�(�� � �(�'��#�� �
A�*�*� 0&4"�A%&��� &2���%�$ ���� %� ����&-,+ (�%%,+ &'"�(��$��
'&4"�A%&��� &2&2J�%�$ %� "�2&��+ (�%%,+� �"&*� 7�&4&6 ��������$6 ��&
'&4"�A%&��� &2&2J�%�$ ��-���� &� &�%&A�%�$ �&������-� &2���@J�+
-,2&"&� p � �%���%�@ %��&�&"&4& '�"�*��"� η6 &�"�B�@J�4& *�"�
��&B%&��� ����6 � ���%& �-$��%%&4& � ����&* �-$��� - %��� 0"�(�&B�%&
&'"�(��$�� -�"+%@@ � %�B%@@ ����� 7�&� *�", '& �&"*���

2

[
K

2

]
N ≤ η ≤ 2Nw(1 + lgNn),

4(� �-�("��%,*� ��&2��*� &2&�%���%� #���$ ����� �����6 N H
"��*�"%&��� -+&(%&4& -���&"�6 K H ����& %��"&%&- ��",�&4& ��&$6 Nn

H &2J�� ����& %��"&%&- ����6 6 Nw H ����& -��&- ����� ��(%&6 ��&
%�B%�� �%���%�� '"�2��������%& "�-%& �&������-� -��&-6 �-$�,-�@J�+
-+&(%&� � ��",�,� ��&�6 � -�"+%$$ 4"�%�#� '"�-,A��� �(-&�%%&�
�&������-& -��&- - ����� � ������-� *�", ��&B%&��� *&B%& ��'&���&-���
����& -��&- ����6 +&"&A�� ������-& &2&2J�%�$ (&���4����$6 �&4(�
�&������-& &2���@J�+ -,2&"&� - %���&���& "�� '"�-,A��� 7��
-�����%�� ���"&%%,� ���� ����& �*�@� �"� ��&$6 '"� 7�&* '"�*�%�%��
��&"�*, �&�*&4&"&-� & %�'"�",-%&� ��%�#��6 �"�%��&"*�"�@J�� N )
*�"%&� *%&B���-& -+&(%,+ (�%%,+ - M )*�"%,� -,+&(%&� -���&"6 (���
(�$ ��",�&4& ��&$ &'��*���%&� ����& %��"&%&- (2N + 1)6 4(� N H
����& %��"&%&- -+&(%&4& ��&$� 	�$ '&(2&"� �"+������", ���� *&4��
��'&���&-����$ �'�#����%,� *��&(, %�"�J�-�%�$6 ��� "�(��#�� �����
�"&*� 7�&4&6 ���(��� ����,-��� �&� ����6 ��& (������%&� &2���%��6 +&�$
� '"�-&(�� ��J� -��4& � %�'"�",-%&*� �*�%�A�%�@ #���-&� ��%�#��6
*&B�� -���� � �+�(A�%�@ &2&2J�@J�+ �-&���- ����6 �� �(�'��#�� �
A�*�*�

����* &2"��&*6 *%&4&� '"� �&�(�%�� %��"&%%&� ���� %� '&((����$

2%



�&"*�����#��� �(%��&6 '"&(�*�%%,� '&(+&( � �&�(�%�@ � &2���%�@
���� ��J� -��4& &'"�-(,-����$ &����%,*� "���������*�� ����*&�"�*
�J� %���&���& '"�*�"&-�

��4*&�(���%,� ���� �&��&$� �� %��"&%&- � �&&�-����-�@J�*�
��%�#�$*� ����-�#�� V!�!FX ��� V!�!GX�

��(����%,� %��"&%%,� ���� �&��&$� �� &(%&4& ��&$ "�(����%,+
%��"&%&- � ��%��%&4& -,+&(%&4& ��&$� 0"&#��� �+ &2���%�$ ����@�����$
- '&(2&"� #�%�"&- "�(����%,+ %��"&%&- � -��&- -,+&(%&4& ��&$� 0�"-�$
��(��� ����& "�A����$ � ��'&���&-�%��* ��4&"��*&- ������"���#�� �
��&�%�%��* '&�&B�%�$ #�%�"&- '& -+&(%,* (�%%,*� 0&��� ��4& -�&"�$
��(��� *&B�� 2,�� "�A�%� � ��'&���&-�%��* '��-(&&2"�J�%�$ *��"�#
0�%"&���� �2���%�� "�(����%,+ ����� &2,�%& *�%�� �"�(&�*�&6 ��*
��4*&�(���%,+ ������ 
�4&"��*, &2"��%&4& "��'"&��"�%�%�$ &A�2��
���B� %�+&($� �(��� '"�*�%�%��6 &(%��& -�"&$�%&��� '&'�(�%�$ -
�&����%,� *�%�*�*, �%�������%& -,A�6 ��* (�$ ��4*&�(���%,+ ������

���� �&����""� '"�&2"����� -+&(%&� ��4%�� '& �&"*���

yn =
L∑
i=0

xn−i

[
wi +

L∑
j=0

xn−j

[
wij +

L∑
k=0

xn−k(wijk + . . .)

]]
,

4(� ��B(�$ ��**� �&&�-����-��� �����"�#�� -+&(%&4& ��4%��� x ��
L �&*'&%�%� ��%��%,* �����"&* '�"-&4& '&"$(�� � �*'����%&�
+�"����"�����&�6 �&�&"�@ ��(��� �����" ���(�@J�4& �"&-%$ ����(�
�&"*��� *&B�� 2,�� '�"�'���%� - -�(� "���&B�%�$ �&����""�

yn =
L∑
i=1

wixn−i+
L∑
i=1

L∑
j=0

wijxn−ixn−j+
L∑
i=1

L∑
j=0

L∑
k=0

wijkxn−ixn−jxn−k+ . . .

+
L∑

i1=1

. . .
L∑

ik=1

wi1i2...ikxn−i1 . . . xn−ik .

0&(&2%�$ ���� *&B�� 2,�� ��'&���&-�%� (�$ �(�%������#�� �@2&4&
%���%��%&4& &2�����6 �����"�#�� A�*&-6 '"&4%&��"&-�%�$ ��4%��� � ("�

��2&�� "���""�%�%,+ ����� &�%&-�%� %� '&(��� -,+&(%&4& ��4%���
���� � ��(�"B�&� %� -+&(� p&�$6 '& -��� -�(�*&���6 ���&4& "&(�

2�



���� %� -��"���@��$ - '"�"&(�6 �+ ��'&���&-�%�� '&��� &2���%�$ '&
�'�#����%,* ��4&"��*�* &���,-����$ '&���%,*� � ����%&���6 � �+
'&*&J�@ *&B%& &'"�(����� *��"�#, (���"����&-�%%&� (�%�*�����&�
�����*, '& %�2�@(�%�$* ��&"*�"&-�%%&4& �@ ��4%��� - "����%&*
-"�*�%��

0& -��� -�(�*&���6 - ������-�%%,+ %��"&%%,+ ���$+ �-$�� *�B(�
%��"&%�*� �����-�@��$ '"� �+ &(%&-"�*�%%&� ����-���#��� `�& %�A�&
&�"�B�%�� - *&(��� p�22�6 �&�&",� '"�(�&B�� '"�-��& &2���%�$6
- �&�&"&* -��� %��"&%� ��*�%$@��$ '"&'&"#�&%���%& -+&(%&*� �
-,+&(%&*� ��4%���

∆wij = ηyiyj.

�%��� *&B%& ��'�����

∆W = ηyX = ηXTWX = CW,

4(� C ) �&"���$#�&%%�$ *��"�#� -+&(%&4& ��4%���� 	�$ ���2�����#��
&2���%�$ %�B%& ��'&���&-��� �&7���#��%� ��2,-�%�$ γ � %&"*�"&-���
-��&-&� -���&" %� ��B(&* A�4�6 ��� ��&2, ||w|| = 1 �

wij(t+ 1) = wij(t)(1 − γ) + ∆wij

p�22&-����6 ��� �&"���$#�&%%,� ���� %�+&($� A�"&�&� '"�*�%�%��
'"� "�A�%�� ��(�� �%����� 4��-%,+ �&*'&%�%� ��4%��� � "��(���%�$
��4%��� %� %���-���*,� �&*'&%�%�,�

�2���%�� 2�� ������$ '"�*�%$���$ (�$ ����� � ��*&&"4�%���#���
%� &�%&-� �&%��"�%#��� ����� ���� �&��&$� �� 2&��A&4& �����
&2"�2��,-�@J�+ -+&(%&� ��4%�� %��"&%&- �& ������%,*� %�����%,*�
'�"�*��"�*� Wi� ���"&%6 (�$ �&�&"&4& "����&$%�� ||X −Wi|| - �*,���
-,2"�%%&� *��"��� &���,-����$ *�%�*���%,*6 ���%&-���$ '&2�(�����*�
�% '&(-�"4����$ &2���%�@ -*���� � %��"&%�*� �� %��&�&"&� �4&
&�"���%&���� � ��4&"��*� �&+&%�%� &2���%�� i %��"&%� '"&-&(���$ '&
'"�-���

Wi(k + 1) = Wi(k) + ηi(k)G(i,X)[X −Wi(k)],

4(� G(i,X) ) *�"� �&��(��-�6 %�'"�*�" �����&-���$

G(i,X) = e−
d2
i

2λ2 ,

2)



�(��� λ ) �"&-�%� �&��(��-�6 � d ) "����&$%�� &� %��"&%�)'&2�(����$6
�&�&"&� *&B�� -,2�"����$ '& ��"�� ����� � ��4&"��*� %��"&%%&4& 4���
2&��� 7������-%&*6 ��* ��4&"��* �&+�%�%�6 �&��(��-& W&��#*�%&-��&�

G(i,X) = e−
di
λ ,

� di ��-���� &� -�����%, "����&$%�$ ||X−Wi||� ���� � ��*&&"4�%���#���
'"�*�%$@��$ (�$ �&(�"&-�%�$ ��&2"�B�%��� 
J� 2&��� �(&2%,*�
&���,-�@��$ ��*&&"4�%���@J���$ %��"&%%,� ����6 '&��"&�%%,� %� 2���
��&"�� %������+ *%&B���-6 �&�&",� *&4�� � '"&��-&��%&� �&�%&���@
�''"&���*�"&-��� �@2�@ %���%��%�@ ��%�#�@ *%&4�+ '�"�*�%%,+6
"�A��� ��(��� ����������#�� � �B���$ (�%%,+ C!IE�

��, -�$� �������  �'�&���"�$��

��3�� ,�44������
���-� '�
������ � ���
�������� ������-

0"�-�(�* %��&�&",� &�%&-%,� �-�(�%�$ �� ��&"��
(����"�%#����%,+ �"�-%�%�� � (�%�*������+ �����*6 '&-�(�%��
�&�&",+ &'��,-����$ 7��*� �"�-%�%�$*� CRTE6C!DE6CFFE� ���%�*
"���*&�"�%�� � '"&����A�4& ��%��%&4& (����"�%#����%&4& �"�-%�%�$
'�"-&4& '&"$(��6 �*�@J�4& -�(

dx

dt
+ p(t)x = f(t). V!�FTX

W�(�* ������� p(x) � f(t) %�'"�",-%,*� ��%�#�$* t - �&� &2�����6
- �&�&"&� �"�2����$ '"&�%��4"�"&-��� �����%%&� �"�-%�%��� 
���
f(t) ≡ 06 �"�-%�%�� V!�FTX %��,-����$ ��%��%,* &(%&"&(%,*� ��%��%&�
�"�-%�%�� �*��� "�A�%��

x = ce−
∫
p(t)dt, c �= 0.

��A�%�� %�&(%&"&(%&4& �"�-%�%�$ *&B%& '&������ *��&(&* -�"��#��
'&��&$%%&�� �%& 2�(�� ����(,-����$ �� %��&�&"&4& ����%&4& "�A�%�$

2.



%�&(%&"&(%&4& �"�-%�%�$ � &2J�4& "�A�%�$ &(%&"&(%&4&6 (&*%&B�%%&4&
%� �&%���%�� c1

x = e−
∫
p(t)dt

∫
f(t)e

∫
p(t)dtdt+ c1e

− ∫ p(t)dt.
����* &2"��&*6 &2J�� "�A�%��6 &'��,-�@J�� �"����&"�@ x(t)
(�%�*�����&� �����*, '�"-&4& '&"$(�� - &(%&*�"%&* ���&-&*
'"&��"�%��-�6 %� -+&( �&�&"&� '&���'��� -&�(����-�� f(t)6 ��'�A���$
- -�(�

x(t) = x0(t) +

t∫
0

h(ξ)(t− ξ)dξ.

	�$ ���*'�&������� ���&���-&� (�%�*�����&� �����*, -��$%��
%�����%,+ ���&-�� � ����%��* -"�*�%� 2�(�� �*�%�A����$

lim
t→0

x0(t) = 0,

� ����%&-�-A�$�$ �"����&"�$ 2�(�� &'��,-����$ ����%,* "�A�%��* ���
�%��4"��&*)�-�"��&�

x(t) =

t∫
−∞

h(ξ)f(t− ξ)dξ,

4(� h(ξ) ) �*'����%�$ +�"����"������ ��� -��&-�$ ��%�#�$� ��B%��
'"�(�� �%��4"�"&-�%�$ -�$� "�-%,* %��@6 '&�&*� ��& (�$ ���������
"�������*,+ ��� �������%,+ �����* h(ξ) &����%� &� %��$ ��A� (�$
'&�&B�����%&4& �%���%�$ �"4�*�%��6 ���� %� �"����&"�@ &23���� %�
&���,-�@� -��$%�� �%���%�$ f(t) - 2�(�J�*

h(ξ) =

{
0 ξ < 0, ξ > t

h(ξ) 0 ≤ t < ξ
.

��%��%&� (����"�%#����%&� �"�-%�%�� n)4& '&"$(�� ��'��,-����$ -
-�(�

a0(t)x
(n) + a1(t)x

(n−1) + . . .+ a(n−1)(t)ẋ+ an(t)x = u(t), V!�FDX

2&




��� ������� ẋ = x1, ẍ = x2, . . . , x
(n−1) = xn−1 %���-���%,*� ��%�#�$*�6

V!�FDX �-&(���$ � �����*� n �"�-%�%�� '�"-&4& '&"$(��⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = x1

ẋ1 = x2

. . .

ẋn−1 = f(t, x, x1, . . . , xn−1)

0�"�'�A�* V!�FDX - -�(�

x(n) + p1(t)x
(n−1) + . . .+ p(n−1)(t)ẋ+ pn(t)x = f(t), V!�F!X


��� f(t) ≡ 06 �"�-%�%�� 2�(�� &(%&"&(%,*� ��%��%,*
(����"�%#����%,* &'�"��&"&* %��&-�*

L[x] = x(n) + p1(t)x
(n−1) + . . .+ p(n−1)(t)ẋ+ pn(t)x.

�% &2��(��� �-&���-&* ��%��%&���

L[αx+ βy] ≡ αL[x] + βL[x],

4(� α � β H �&%���%�,�
��A�%��* &(%&"&(%&4& �"�-%�%�$

L[x] = 0

� %�'"�",-%,*� %� [a, b] �&7���#��%��*� pi(t) 2�(�� ��%��%�$

�&*2�%�#�$ x =
n∑
i=1

cixi �� n ��%��%& %���-���*,+ %� 7�&* &�"����

"�A�%�� xi � '"&��-&��%,*� '&��&$%%,*� �&7���#��%��*��

��� -�� �&7���#��%�, pi(t), i = 1, 2, . . . , n '&��&$%%,6 ����%,�

"�A�%�$ &(%&"&(%&4& �"�-%�%�$ *&4�� 2,�� %��(�%, - -�(� x = ekt6
4(� k H '&��&$%%�$� 0&(���%&-�� (��� +�"����"��������&� �"�-%�%��

a0(t)k
(n) + a1(t)k

(n−1) + . . .+ a(n−1)(t)k + an(t) = 0,

�� �&�&"&4&6 '"� ���&-�� ��& -�� �&"%� pi(t), i = 1, 2, . . . , n "�����%,6
%�+&($��$ n ��%��%& %���-���*,+ "�A�%��� �&4(� &2J�� "�A�%�� �*���
-�(

x = c1e
k1t + c2e

k2t + . . .+ cne
knt.

22




��� B� �&"�%� ki 2�(�� �*��� �"��%&��� αi6 �*� 2�(�� �&&�-����-&-���
�&*2�%�#�$ "�A�%��

αi−1∑
j=0

cjie
kit = (c0i + c1it+ c2it

2 + . . .+ cαi−1t
αi−1)ekit.

��A�%��* %�&(%&"&(%&4& �"�-%�%�$

L[y] = f(t)

2�(�� ��**� �4& %��&�&"&4& ����%&4& "�A�%�$ x̃ � &2J�4& "�A�%�$
&(%&"&(%&4& �"�-%�%�$

x = x̃+
n∑
i=1

cixi.

��A�%�� x̃ *&B%& '&(&2"���6 -&�'&���&-����$ *��&(&* -�"��#��
'&��&$%%&� ��� *��&(&* �&A�� 0&���(%�� ����@�����$ - �&*6 ��& ����
��-���%& ��-��$J�� &� &(%&4& '�"�*��"� "�A�%�� &(%&"&(%&4& �"�-%�%�$
K(t, s)6 �(&-���-&"$@J�� ���&-�$*

K(s, s) = K̇(s, s) = . . . = K(n−2)(s, s) = 0, K(n−1)(s, s) = 1,

�& - 7�&* ������ ����%,* "�A�%��* %�&(%&"&(%&4& �"�-%�%�$ 2�(��

x̃ = x(t) =

t∫
t0

K(t, s)f(s)ds,

�(&-���-&"$@J�� %�����%,* ���&-�$*

x(t0) = ẋ(t0) = . . . = x(n−1)(t0) = 0.

���������$ �%��"'"���#�$ ��%�#�� K(t, s) *&B�� 2,�� ���&-�5 '���� (&
*&*�%�� -"�*�%� s (�%�*������$ �����*� %�+&(����� - �&��&$%�� '&�&$6
� �� �*�J�%�� &�����&�� -,�-�%& ���&� fε(t) &����%&� &� %��$ ��A� -
'"&*�B���� s < t < s+ ε6 '"���* �*'���� 7�&� ���, "�-�% D∫ s+ε

s

fε(τ)dτ = 1.

�//



�&4(�6 '"� ε → 06 - '"�('&�&B�%��6 ��& fε(t) H �@2�$ �%��&'&��&$%%�$
��%�#�$6 *&B%& '&������6 ��&

lim
ε→0

xε(t) = lim
ε→0

s+ε∫
s

K(t, τ)fε(τ)dτ = K(t, s). V!�FFX

����$ ��%�#�$ %&��� %��-�%�� �*'����%&� +�"����"������� 0"�(���-�-
��%�#�@ f(t) - -�(� ��**, ��%�#�� fi(t)6 &����%,+ &� %��$ ��A�
%� *��,+ '"&*�B����+ ∆ti6 *&B%& "���*��"�-��� -��$%�� %�'"�",-%&
(����-�@J�� ���,6 ��� %��&B�%�� -��$%�� *4%&-�%%,+ �*'����&-

x(t) =

t∫
t0

K(t, s)f(s)ds ∼=
N∑
i=1

K(t, si)f(si).

0&��&���� �"�-%�%�� V!�F!X ��(��� ��%��%�@ (�%�*������@ �����*�
'&"$(�� n6 ���#�&%�"%�$ �"����&"�$ �������%&4&6 ����*'�&�������
���&���-&4& &23���� -%&-� &'��,-����$ �%��4"��&*)�-�"��&�

x(t) =

t∫
0

h(ξ)f(t− ξ)dξ.

��B%,� +�"����"������ (�%�*�����&� �����*, '&����@��$ '"�
'&���'��%�� %� -+&( %��&�&",+ ����&-,+ ��%�#��� ���6 ���� %� -+&(
'&���'��� f(t) = δ(t) H δ)��%�#�$ 	�"���6 '&�����* �*'����%�@
+�"����"������ �����*,6 �%��&4��%�@ V!�FFX

x(t) =

t∫
0

h(ξ)δ(t− ξ)dξ = h(t).

0&���'��%�� %� -+&( ��%�#�� p�-����(� V!�!!X (��� +�"����"������
�����*,

x(t) =

t∫
0

h(ξ)H(t− ξ)dξ = Hp(t),

�/�



%��,-��*�@ '�"�+&(%&� ��%�#���� 0&���'��%�� %� -+&( �&*'����%&�
7��'&%�%�, f(t) = ept (��� %� -,+&(� �� B� 7��'&%�%��6 (&*%&B�%%�@
%� '�"�(��&�%�@ ��%�#�@ �����*,

x(t) =

t∫
0

h(ξ)ep(t−ξ)dξ = W (p)ept.

0"� "�2&�� � (����"�%#����%,*� �"�-%�%�$*� 2,-��� �(&2%&
��'&���&-��� &'�"��&"%,� '&(+&(� �2&�%���*

Dkx =
dkx

dtk
,

�&4(� �"�-%�%�� V!�FDX *&B�� 2,�� ��'���%& - -�(�(
a0(t)D

(n) + a1(t)D
(n−1) + . . .+ a(n−1)(t)D + an(t)

)
x = F (D)x = u(t),

- �&�&"&* -,"�B�%��

F (D) = a0(t)D
(n) + a1(t)D

(n−1) + . . .+ a(n−1)(t)D + an(t)

%��,-����$ &'�"��&"%,* *%&4&���%&*� �&B%& ��*�����6 ��&

F (D)ekt = ektF (d),

F (D2) sin at = sin atF (−a2),

F (D2) cos at = cos atF (−a2),

F (D2)ektv(t) = ektF (D + k)v(t).

V!�FGX

���������&* (����-�$ &'�"��&"� 1
F (D) %� %�'"�",-%�@ u(t) $-�$���$

"�A�%�� �"�-%�%�$

x =
1

F (D)
u(t).

���������&* -&�(����-�$ F (D) %� x $-�$���$

F (D)x = F (D)

[
1

F (D)
u(t)

]
= u(t).

�/�



��� &�*����&�� -,A�6 ���� %� -+&( (�%�*�����&� �����*, '&(����$
7��'&%�%�� u(t) = ept6 �& *&B%& ��'�����

x =
1

F (D)
u(t) =

1

F (D)
ept = W (D)ept,

4(�W (D) H '�"�(��&�%�$ ��%�#�$ �����*,� 1�'��,-�$ ����%&� "�A�%��
��"�� �-�"��� '&����*

x(t) =

t∫
0

h(ξ)ep(t−ξ)dξ = ept
t∫

0

h(ξ)e−pξdξ = ept�L[h(ξ)],

4(� �L[f ] H &(%&��&"&%%�� '"�&2"��&-�%�� ��'����� ���@(� *&B%&
����@����6 ��& '�"�(��&�%�$ ��%�#�$ (�%�*�����&� �����*,

W (D) =
1

F (D)
= �L[h(t)]

%�'&�"�(��-�%%& �-$��%� ��"�� '"�&2"��&-�%�� ��'���� � �*'����%&�
+�"����"�����&� �����*,� 0"� -,-&(� 7�&4& "��������� '�"�*��"
p ��*�%$���$ %� &'�"��&" D � ���B� '"�('&��4����$6 ��& a1 =
16 �����*� ���*'�&������� ���&���-� � $-�$���$ �������%&�� 
���
�����*� %� $-�$���$ �������%&�6 �"�2����$ -,'&�%$�� (-�+��&"&%%��
'"�&2"��&-�%�� ��'����

�Lb[f ] = L[f(t), p] + L[f(−t),−p].
p�"����"������*� (�%�*�����&� �����*, $-�$���$ ���B�

�&*'����%�$ ����&�%�$ +�"����"������ W (iω)6 "��(��$@J�$�$ %�
�*'����(%�@ A � ���&-�@ ψ ����&�%,� +�"����"������

A(ω) = |W (iω)|, ψ(ω) = arg[W (iω)].


��� %� -+&( (�%�*�����&� �����*, '&���'��� 4�"*&%������� ��4%��
u(t) = a cos(ωt+ ϕ)6 �& &�����&* 2�(��

x(t) = aA(ω) cos(ωt+ ϕ+ ψ(ω)),

&���(� -�(%&6 ��& ���� %� -+&( ��%��%&� (�%�*�����&� �����*,
'&���'��� ��4%�� �& �'���"&* S(ω)6 �'���" -,+&(%&4& ��4%��� 2�(��
�*��� -�(W (ω)S(ω)6 '"� 7�&* � ��B(&� �&���-�$@J�� *&B�� '&$-����$
���&-&� ����B�%�� � ��*�%����$ �*'����(��

�/�



��3�� ,��
������
� ������ ��
%���� �����

��&"�$ -"�J�%�$ 1�*�� -&�"�4 #�%�"� *��� ��"&���$ %� &�%&-�
�"�-%�%�$ VD�!X6 �&�&"&� *&B�� 2,�� '�"�'���%& '&�&*'&%�%�%& �
�&�%&���@ (& �&���-�$@J�+ '�"-&4& '&"$(�� - -�(� �"�-%�%�� `���"�)
���-���$6

AΩṁ1 + (C − A)Ω2m2 + Ωċ13 − Ω2c23 + ḣ1 − Ωh2 = L1,

AΩṁ2 − (C − A)Ω2m1 + Ωċ23 − Ω2c13 + ḣ2 + Ωh1 = L2,

CΩṁ3 + Ωċ23 + ḣ3 = L3,

V!�F X

- �&�&",+ Ω = 7.292 · 10−5 "�(e� H ��&"&��� -"�J�%�$ 1�*��6 C H
&��-&�6 A H 7�-��&"����%,� *&*�%�, �%�"#�� 1�*��6 *��,� -�����%,
mi ��(�@� '&'"�-�� � -���&"� �4�&-&� ��&"&���

ω1 = Ωm1, ω2 = Ωm2, ω3 = Ω(1 +m3)

�&*'&%�%�, ci &'"�(��$@� -&�*�J�%�$ ∆I ��%�&"� �%�"#��

I =

⎛
⎝I11 =

∫
(y2 + z2)ρdV I12 = − ∫ xyρdV I13 = − ∫ zxρdV
I21 = I12 I22 =

∫
(z2 + x2)ρdV I23 = − ∫ yzρdV

I31 = I13 I32 = I23 I33 =
∫

(x2 + y2)ρdV

⎞
⎠

������%� &�%&������%&4& *&*�%�� �&������-� (-�B�%�$ &'"�(��$���$
���

h =

∫
ρ[r × v]dV

� '"�-&� ����� �"�-%�%�� !�F ��&$� �&*'&%�%�, -%�A%�+ ��� L�
�"�-%�%�$ `���"�)���-���$ *&4�� 2,�� '�"�'���%, - -�(�

iṁ

σc
+m = ϕ,

dm3

dt
=
dϕ3

dt
,

V!�FIX

�/%



�(��� σc H ��%(��"&-� ����&��6 m = m1 + im26 � - '"�-&� ����� ��&$�
-&�2�B(�@J�� ��%�#��6 ϕ = ϕ1 + iϕ26

ϕ1 =
1

Ω2(C − A)
(Ω2c13 + Ω

dc23

dt
+ Ωh1 +

dh2

dt
− L2),

ϕ2 =
1

Ω2(C − A)
(Ω2c23 − Ω

dc13

dt
+ Ωh2 − dh1

dt
+ L1),

ϕ3 =
1

Ω2C
(−Ω2c33 − Ωh3 + Ω

t∫
0

L3dt).

V!�FQX

0"� -+&(%&* -&�(����-�� � �&*'&%�%��*� ϕ(t)6 ϕz(t) "�A�%�$ '�"-&4& �
-�&"&4& �"�-%�%�� !�FI �*�@� -�(

m(t) = eiσ0t

⎡
⎣m0 − iσ0

t∫
−∞

ϕ(τ)e−iσ0τdτ

⎤
⎦ ,

m3(t) = ϕ3(t) +m30,

V!�FRX

4(� m0 � m30 ) %��&�&",� �&%���%�,6 &'"�(��$@J���$ %�����%,*�
���&-�$*�� ����* &2"��&*6 ��&"&��� -"�J�%�$ 1�*�� �-$��%� �
�&*'&%�%�&� -&�2�B(�%�$ ϕ3(t) &��-�(%,* &2"��&*6 ��� ���(��� ��
-�&"&4& �"�-%�%�$ V!�FRX� ��A�%�� (�$ (-�B�%�$ '&�@�� "���*&�"�*
2&��� '&("&2%&� �%& *&B�� 2,�� '�"�'���%& - -�(�

m(t) = eiσ0tm0 − iσ0

t∫
−∞

ϕ(τ)eiσ0(t−τ)dτ,

-��$%�� %�����%,+ ���&-�� (�$ ���&���-&� �����*, �& -"�*�%�*
�+&(�� %� %��6 � -�� &'"�(��$���$ ����%,* "�A�%��* %�&(%&"&(%&�
�����*,6 �*�@J�* -�( �%��4"���)�-�"���� ]�%(��"&-���$ ����&�� ����&
'"�(���-�$���$ - -�(�

σc = 2πf0

(
1 +

i

2Q

)
,

�/�



4(� f0 H ����&�� �&��2�%��6 Q H (&2"&�%&���� �&4���%& &#�%��*6
�(���%%,* - CRDE f0 = 0.843 #���� - 4&(6 Q = 175� �(%� ��
&�%&-%,+ ��(��6 -&�%���@J�+ '"� �����(&-�%�� -"�J�%�$ 1�*�� H
&#�%�� -&�2�B(�@J�+ ��%�#���

0�"�(��&�%&� ��%�#��� (�$ �"�-%�%�$ (-�B�%�$ '&�@�&- $-�$���$

W (D) =
σc

iD + σc
, V!�FSX

�*'����%&� +�"����"�����&�

h(t) = −iσceiσct. V!�GTX

��3�� 5����� 6
��
�


���*�%&* � W�@��� "��"�2&��%, *��&(, (�$ &#�%�� -���&"�
�&��&$%�$ (�%�*�����&� �����*, C!DE6 CFGE� �����" ���*�%�
'&�-&�$�� "����"�%�%&6 %� &�%&-� �'"�&"%,+ (�%%,+ & "��'"�(���%��
������%,+ -�����%6 ��&�%$�� '& %�2�@(�%�$* �&��&$%�� *%&4&*�"%&�
(�%�*�����&� �����*,� ���&-�$*� '"�*�%�*&��� *��&(� $-�$@��$
%�2�@(��*&��� (�%�*�����&� �����*,6 %��&"����"&-�%&��� ��4%���
� A�*&-6 *�"�&-&���� ���&( &#�%�� B����*&4& ��4%��� &�%&-�%
%� "�A�%�� �"�-%�%�$ "�4"����� *�B(� ������%&� '&4"�A%&���@
&#�%�-�%�$ B����*&4& ��4%��� � %�-$���*� %�2�@(�%��� 0����
(�%�*������$ �����*� ��(�%� - *��"��%&)-���&"%&* -�(�

ẋ(t) = G(t)x(t) + F (t)v(t),

4(� v(t) H -+&(%&� ��4%��6 ��J� -��4& A�*� ��2�@(��*�$ -�����%�

z(t) = C(t)x(t) + r(t)

&�$4��%� '&4"�A%&��$*� r(t)� 0&�&B�* %�2�@(�%�$ '&���'�@� -
(���"��%,� *&*�%�, -"�*�%� j = ¯1N � 	�$ (���"��%&� �����*,
�&"*�"�@J�� �����" *&B�� 2,�� ��(�% - -�(�

x(j + 1) = A(j)x(j) +B(j)v(j),

�/)



(�$ %�'"�",-%&� &% *&B�� 2,�� (���"����&-�%

x(j + 1) = Φ(tj+1, tj)x(j) +

tj+1∫
tj

Φ(tj+1, τ)F (τ)v(τ)dτ,

�(��� Φ(ti, tj) H ��%(�*�%����%�$ *��"�#� �����*,�
1%�$ �&-�"��#�&%%�@ *��"�#� A�*&- R =< rrT > � �*�$

- %��&�&",� *&*�%� -"�*�%� �'"�&"%,� &#�%�� �&��&$%�$ x−j �
�&-�"��#�&%%&� *��"�#, '&4"�A%&��� P−

x 6 B����*,� ��4%�� *&B%&
&#�%��� '& �+�*�

x+(tj) = x−(tj) +K(tj)(z(tj) − C(tj)x
−(tj)),

K(tj) = P−
x (tj)C

T (tj)[C(tj)P
−
x (tj)C

T (tj) +R(tj)]
−1,

P+(tj) = P−(tj) −K(tj)C(tj)P
−
x (tj),

x−(tj+1) = Φ(tj+1, tj)x
+(tj).

V!�GDX

���"�#� K(tj) %&��� %��-�%�� *��"�#, �����%�$�
1�'�A�* (�%�*������@ *&(��� -"�J�@J���$ 1�*�� - *��"��%&)

-���&"%&* -�(� - ��"*�%�+ '"&��"�%��-� �&��&$%��

ṁ = Gm+ Fχ, V!�G!X

4(� m =

(
m1

m2

)
6 χ =

(
χ1

χ2

)
6 � *��"�#, ��4�& '&������ - -�(�

F =

(−β −σ0

σ0 −β
)

= −G,

4(� σ0 � β H (����-�����%�$ � *%�*�$ ����� ��%(��"&-��&� ����&�,

σc = σ0 + iβ = 2πFc + i
πFc
Q
.

��A�%�� �"�-%�%�$ |λI − G| = 0 (��� +�"����"���������� �����
�����*, V!�G!X

λ1,2 = −β ± iσ0.

�/.



��%(�*�%����%�$ *��"�#� �����*, *&B�� 2,�� %��(�%� - -�(�

Φ(t, t0) = Θ(t)Θ−1(t0),

4(� Θ(t) = Hϕ(t)c� 0���� �&%���%�� ��D6 �&4(� *��"�#� �&2��-�%%,+
-���&"&- *&B�� 2,�� '&����%� - -�(�

H =

(
1 1
i −i

)
,

� *��"�#� ϕ(t) �*��� -�(

ϕ(t) =

(
eλ1t 0
0 eλ2t

)
.

�,�����%�$ (�@� (�$ ��%(�*�%����%&� *��"�#, V!�G!X -,"�B�%��

Φ(t, t0) = e−β(t−t0)
(

cosσ0(t− t0) − sinσ0(t− t0)
sinσ0(t− t0) cosσ0(t− t0)

)
.

��'�"�6 � ��'&���&-�%��* �&"*�� V!�GDX6 �+�*� ���*�%&-��&�
�����"�#�� � ����&* -+&(%&4& -&�2�B(�%�$ *&B%& ��'����� - -�(�

m+(tj) = m−(tj) +K(tj)(z(tj) − C(tj)m
−(tj)),

K(tj) = P−
m(tj)C

T (tj)[C(tj)P
−
m(tj)C

T (tj) +R(tj)]
−1,

P+(tj) = P−(tj) −K(tj)C(tj)P
−
m(tj),

m−(tj+1) = Φ(tj+1, tj)m
+(tj) + F

tj+1∫
tj

ξ(tj+1, τ)v(τ)dτ.

V!�GFX

0"� 7�&* (�$ %�2�@(�%�� ��'&���&-����� *&(���

z = Cm+ r,

4(� C H %�-,"&B(�%%�$ (��4&%���%�$ *��"�#�6 r ) A�* %�2�@(�%��
� �&-�"��#�&%%&� *��"�#�� R(t)� ���-�(%&6 �����*� %�2�@(��*� ����
%�2�@(�@��$ &2� �&���-�$@J�� (-�B�%�$ '&�@���

�/&



��3�3 &�$'����#
���

0"� &2"�2&��� %�2�@(�����%,+ (�%%,+ %�"�(�& -&�%���@�
��(���6 '&���-��%%,� %��&""���%&� ����� ��(��� ��2& %����&���-,
&�%&������%& &A�2&� %�2�@(�%��6 ��2& �*�@� %��(�%��-�%%&� "�A�%��6
�%,*� ��&-�*�6 &%� %� �(&-���-&"$@� ���&-�$* �&""���%&��� '&

(�*�"�5 DX "�A�%�� (&�B%& ��J���-&-���� !X "�A�%�� �(�%��-�%%&� FX
"�A�%�� %�'"�",-%& ��-���� &� ��+&(%,+ (�%%,+�

	&�4&� -"�*$ '&(&2%,� ��(��� %� %�+&(��� "�A�%�$� � GT)
+ 4&(�+ UU -� (�$ "�A�%�$ ����+ ��(�� 
��� ��+&%&-,* 2,�
'"�(�&B�% *��&( "�4��$"���#�� CR!E6CRFE6CRGE� �% '"�4&(�% (�$ "�A�%�$
��(��6 (�$ �&�&",+ ��-���%&6 ��& "�A�%�� '"�%�(��B�� %��&�&"&*�
��*�%��&*� *%&B���-�� ����� ��(��� *&4�� 2,�� &�%���%, � ������
���&-%&)�&""���%,+ '& ��+&%&-� ��(��� 0���� '"�&2"��&-�%�� ��(����$
��%��%,* &'�"��&"&* A �

x = Au.

���&""���%�$ ��(��� -&����%&-��%�$ u *&B�� 2,�� "�A�%�
*�%�*���#��� ��%�#�&%���

Φ = ||x− Au||2 + α||u− ua||2, V!�GGX

�(��� ua ) �'"�&"%,� '"�('&�&B�%�$ &�%&������%& "�A�%�$6 α H
'�"�*��" "�4��$"���#��� 	�%%,� ��%�#�&%�� &��������$ &� �"���"�$
������)��4"�%B� *�%�*���#�� �-�("��� %�-$��� %������* ���%�6
+�"����"���@J�4& �'"�&"%,� '"�('&�&B�%�$ &2 ���&*&* "�A�%��6
�*%&B�%%&4& %� '�"�*��" "�4��$"���#��� 
'"�&"%,� '"�('&�&B�%�$
& "�A�%�� *&4�� �-&(����$ � '"�('&�&B�%�$* & ������ ��%�#��6 �
�&�&"&*� &%& '"�%�(��B��� ���6 '&��� '"�%�(��B�J�4& L2 "�A�%�$6
�*�@J�4& *�%�*���%�@ %&"*�6 �'&�&2%&4& '"�-���� � %�2�@(�%�$*
x6 '"�-&(�� � ���%� - '"�-&� ����� V!�GGX -�(� α||u||2� 0&���
"�A�%�$6 '"�%�(��B�J�4& W 2

1 � *�%�*���%&� %&"*&� '"�-&(�� �
���2������&"� α(||u||2 + ||u̇||2)� ��A�%�� %�+&(���$ '���* *�%�*���#��
V!�GGX - '"&#���� ���"�#�� � �*�%�A�@J�*�$ �%���%��* '�"�*��"�
"�4��$"���#��6 �&4���&-�%%,* � &2&2J�%%&� %�-$��&��

�& �!#�'#./ &*�
��&
�/ ! ���""�/ ($#�0!' "�� 
���� ������ ����1

�/2



	�$ &'�"��&"�6 ��(�%%&4& '"�2��B�%%& *��"�#�� C6 � %�2�@(�%�� l
t '&4"�A%&��$*� ε � δ �&&�-����-�%%&6 '&��� �&'&���-�*&4& '& �&�%&���
"�A�%�$ z -�(���$ '& ���"�#�&%%&� �+�*�

zα = (CTC + α)−1CT l,

4(� zα H "�A�%��6 �&&�-����-�@J�� �%���%�@ '�"�*��"� "�4��$"���#��
α �� �*�%�A�@J���$ '&���(&-�����%&���� 1%���%�� α '&(2�"����$ -
�&&�-����-�� � �"���"��* &2&2J�%%&� %�-$���

||l − Czα|| = δ + ε||zα||.
���&""���%�$ &'�"�#�$ (����"�%#�"&-�%�$ ���B� *&B�� 2,��

"�4��$"��&-�%�� 0���� A H �%��4"���%,� &'�"��&"6 � $("&* K

x = Au =

b∫
a

K(ξ − s)u(s)ds = K ∗ u.

0"� '&���� "�A�%�$ �� L2 �"���"�� *�%�*���#��

dΦ

du
= 0

'"�-&(�� � &'�"��&"%&*� -,"�B�%�@

u =
A′x

A′A+ α
= Wregx,

�(��� A�"�+&* &2&�%���%& �&'"$B�%��6 Wreg ) "�4��$"���"�@J��
&'�"��&"� � ����&�%&� &2����� "�A�%�� ��'��,-����$ - -�(�

û =
K̂ ′x̂

K̂ ′K̂ + α
= F (Wreg)F (x),

4(� F (f) ��� f̂ ) ��"��)'"�&2"��&-�%�� V!� X� 0"� '&���� "�A�%�$ ��W 2
1

�"���"�� *�%�*���#�� '"�&2"����� -�(

dΦ

du
= (A′A+ α)u− A′x+ αü = 0,

��/



� - ����&�%&� &2����� "�A�%�� ��'��,-����$ - -�(�

û =
K̂ ′x̂

K̂ ′K̂ + α(u)(1 + ω2)
.

0�"�+&($ - ����&�%�@ &2����� � &2"��%& � ��'&���&-�%��* ��&"�*,
& �-�"��� V!�QX6 '&�����*

u = F−1(F (Wreg)F (u)) = F−1(F (Wreg)) ∗ u = Kreg ∗ u,
&���(� -�(%&6 ��& "�A�%�� *&B�� 2,�� '&����%& �-�"��&� %�2�@(�%��
� "�4��$"���"�@J�* $("&*6 �&�&"&� (�$ �����$ '&���� "�A�%�� �� L2

%�+&(���$ '& �&"*���5

Kreg(ξ) = F−1

(
K̂ ′

K̂ ′K̂ + α

)
=

1

2π

∫ ∞

−∞

K̂ ′

K̂ ′K̂ + α
eiωξdω,

� (�$ �����$ '&���� "�A�%�� �� W 2
1 H '& �&"*���5

Kreg(ξ) = F−1 (Wreg) =
1

2π

∫ ∞

−∞

K̂ ′

K̂ ′K̂ + α(1 + ω2)
eiωξdω.

0�"�*��" "�4��$"���#�� -%&-� ���"�#�&%%& '&(2�"����$ �&4���&-�%%&
� &2&2J�%%&� %�-$��&�

p(α) = ||Auα − x|| − δ − ||uα||,
4(� δ H '&4"�A%&��� %�2�@(�%��6 h H '&4"�A%&��� ��(�%�$ &'�"��&"��

���
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��"��#�� -& -"�J�%�� 1�*�� � '�"�&(&* ����� � *�%�� �-$��%,6
- &�%&-%&*6 � &2*�%&* *&*�%�&* �*'����� *�B(� �-�"(&� 1�*���6
&���%&* � ��*&���"&�� ���&�%,� � '&�����&�%,� -�"��#�� -,�-�%,
��%%&)�&�%��%,*� '"���-�*�� ��'&���&-�%�� %���-���*,+ *��&(&-
%�2�@(�%��6 ����+ ��� ��	W � YZ[6 - &�%&A�%�� -,�&�&����&�%,+
0�1 (��� -&�*&B%&��� �"�-%�%�$ � -,(���%�$ �J� %� �����(&-�%%,+
7�����&- -& -"�J�%�� 1�*��6 '"� ���&-�� ����� '&4"�A%&����

���



��*�"�%�$ � &2"�2&���� �(�% �� ��*� #�%�"&- 4�&��������&4& �%�����
��B(�%�"&(%&� ���B2, YZ[ '& 4�&(�%�*��� V_Y[X H 
-"&'������
#�%�" &'"�(���%�$ &"2�� VxsfKX - DSSI 4&(� %���� -,'&�%$�� &#�%��
'�"�*��"&- -"�J�%�$ 1�*�� t (-�+���&-,* "��"�A�%��*� � '&���(��-��
2,�� &2"�2&��%, (�%%,� � %����� DSS 4&(�6 "��"�A�%�� '&����%%,+
"$(&- �&���-��& &(�% ���� �"�(%$$ �&�%&��� &'"�(���%�$ �&&"(�%��
'&�@�� �&���-��� &�&�&  T *�� (�4�6 -�����% &���&%�%�$ uvD)uvx )
I *�� -"�*�%� CFQE CR E�

W,� -,'&�%�% �%���� "$(&- xsfK &#�%&� 0�1 %� �%��"-���
� T!�TD�DSS '& DG�T!�DSSR 4� (������%&���@ DDGT (%��� 0"�(*��&*
�%��"��� 2,�� -,�&�&����&�%,� �&���-�$@J�� � '�"�&(&* &�&�& ���&�
� *�%��� �"�%( � %���&����&�%,� �&���-�$@J�� 2,�� �����"�#���
����@��%, �� %�2�@(�%��6 '"� 7�&* ��'&���&-���$ �����" �������
�,�&�&����&�%,� -�"��#�� �&&"(�%��, U '&�@�� � uvD)uvx6
'&����%%,� �� (�%%,+ #�%�"� xsfK '"�(���-��%, %� "���%�� F�D�

���%#�� ���� %�2�@(�%�� _Y[ �&"*�"�@� "��'"�(���%%�@ '&
1�*%&*� A�"� ���2���%�@ �����*� &������6 � %��&�&",* '"�&2��(�%��*
- 
-"&'� � ��-�"%&� 
*�"���� �� "���%�� D�D '"�(���-��%& �&��&$%��
���� %� !TTF 4� ]���& ���%#�� %�2�@(�%�� *�%$�&�� &� GT - DSS (& ST -
DSSR 4� CFQE6 7�� ��*�%�%�$ %�A�� &�"�B�%�� - &A�2��+ %�2�@(�%�� V"���
F�D -%���X� ���6 %� &2J�* �&%� �%�B�%�$ &A�2&�6 %�2�@(�@��$ �������
�,2"&� - ��%�$2"� DSSQ 4&(� Vy�f  TQTTX6 +&"&A& ��*��%,� - "$(� uvD)
uvx � - &A�2��+ %�2�@(�%��6 '& -��� -�(�*&���6 �-$��% � �*�%�A�%��*
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�&4����� � %�2�@(�%�$*�6 �& *&B%& ����@����6 ��& &���&%�%�$ *&(���
&� %�2�@(�%�� %� *&4�� 2,�� ����A�%, �� ���� (&2�-��%�$ '&'"�-&� �
'�"�*��"�* -%��"�%%�4& ��"&�%�$ 1�*���

�� '�"-&* 7��'� -,����$���� '&'"�-�� � �*'����(�* &�%&-%,+
%���#�&%%,+ 4�"*&%��� � �&*'����%&* -�(� *&(��� �*��� -�(5
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η = −
N∑
j=1

[
(A1j + A3jT )e− argj T + (A2j + A4jT )eargj T

]
,

4(� ��B(�@ j 4�"*&%��� &'"�(��$@� G �*'����(, Akj� 0&'"�-��
� 7��* �*'����(�* -,����$���� (�$ '�"-,+ FTT 4�"*&%�� *��&(&*
%��*�%�A�+ �-�("��&- '& ��4&"��*� [^f CDTTE V�*� ���B� "��(��
!�!�FX� ���� F�Q ���@��"�"���6 ��& "$(6 -,�����%%,� %� &�%&-�
'&'"�-&� � �*'����(�* Akj6 +&"&A& '"�2��B��� "$( &���&%�%��
��&"�� &� %�2�@(�%��� �"�(%�� �"&-�%� '&'"�-&� �&���-�$�� (��$���
*��"&����%( (�4� (�$ A1j � A2j � %� '&"$(&� *�%�A� (�$ A3j � A4j�

���� ��.? <�
���	��� Yε 0��	��1 � Yψ 0�+����1 �	���� "(*�/// 0��	�'�1 � >:�//�
0���
�1 � �	
��!���# "47�

�� -�&"&* 7��'� -,����$���� '&'"�-�� � '�"�*��"�* '�"�(��&�%&�
��%�#��� ��B(�$ �� �*'����( ��&"�� %���#�� -,����$���$
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'&�"�(��-&* �*%&B�%�$ �&&�-����-�@J�� �*'����(, ��&"�� %���#��
�-�"(&����%&� 1�*�� %� '�"�(��&�%�@ ��%�#�@ � '"�2�-��%�$
(&2�-&�%,+ ���%&-5

η(σ) = q(σ)ηR(σ) +
∑

δη(σ).

	�$ ��&"�� \Z!TTF '�"�(��&�%�$ ��%�#�$ �*��� -�(5

q(σ) = R1 +R2(1 + σ) +
6∑
i=1

Ri+2

σ − σi
, VF�DX

4(� σ ) ����&�� 4�"*&%���6 �%���%�$ '�"�*��"&- Ri � σi '"�-�(�%, -
��2�� F�!�
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q(σ) =
(eR − σ)

(eR + 1)
N0

(
1 + (1 + σ)

4∑
i=1

Ni

σ − σi

)
, VF�!X

4(� eR�T�TTF!RG TQ6 � �%���%�$ '�"�*��"&- Ni � σi '"�-�(�%, - ��2�� F�F�
0�"�(��&�%�$ ��%�#�$ VF�!X *&B�� 2,�� '"�&2"��&-�%� � -�(� VF�DX6

� ���,"�*$ ���4��*,*� '&( �%��&* ��**, '& �&"*���*5

Ri+2 =
(eR − σi)

(1 + eR)
(1 + σi)N0Ni,

R1 = N0 +
∑
i

Ri+2

(1 + σi)
,

���



�̂���3� ���? $����	��# +	�	�������� 5��
3�� �	���� "(*�///

i Ni σi

GWQV @fQP GWQV @fQP
/ ��/////22 -��.)��&�% ·10−9

� -/�.22��2)2 /�/%�.2)��% /�//��2% -/�///�%�&�%)
� /�/%&2)%2�2 /�//�)���).2 -��//���&)� ���.& ·10−5

� /�///�2%%�%.� -&����&&2& ·10−5 -/�22&2�. /�///)&.
% -�����2��� ·10−5 -����%&�2� ·10−6 -/�///%��%22 ��& ·10−7

R2(1 + er) = −R1 −
∑
i

Ri+2

(e− σi)
,

4(� e = 0.0032845479 H (�%�*�����&� �B���� 1�*��� 	�%%&�
'"�&2"��&-�%�� -,'&�%�%& (�$ �&4&6 ��&2, (���%��A�� -,�����%�$ (�$
��&"�� \Z!TTF � �
�!TTT ����� &(%&��'%,*�� � '"�('&�&B�%��6 ��&
'&'"�-�� � �*'����(�* &�%&-%,+ 4�"*&%��6 -,�����%%,� %� '�"-&*
7��'�6 *&4�� 2,�� &2���&-��%, %��&�%&��$*� '�"�*��"&- '�"�(��&�%&�
��%�#�� Ri � σi6 '"�('"�%$�� '&',��� -,�����%�$ '&'"�-&� � 7��*
'�"�*��"�* �6 ��* ��*,*6 *&(���"&-�%�$ &���&%�%�� ��&"�� %���#��
&� %�2�@(�%��� 	����"�%#�"&-�%�� '"�-��& � ��%��%&� *&(���

dq(σ) = dR1 + dR2(1 + σ) +
N∑
i=1

dRi+2

σ − σi
+

N∑
i=1

dσiRi+2

(σ − σi)
2

dη(σ) = ηR(σ)dq(σ),

4(� N "�-%& I (�$ \Z!TTF � G (�$ �
�!TTT� 0&'"�-�� &'"�(��$���� '&
��4&"��*� [^f ����

���������, *&(���"&-�%�$ '&���,-�@�6 ��& '&',��� '"�2������
'&'"�-�� �*'����( A1j, A2j, A3j � A4j -�"��"&-�%��* '�"�*��"&-
'�"�(��&�%&� ��%�#�� %� '"�-&(�� � ��'�+�� `�& �-$��%& � ��*6
��& �*'����(, �-�"(&����%&� %���#�� ηR(σ) �"��& �2,-�@� �
"&��&* %&*�"� 4�"*&%���6 � �&*'�%��"&-��� 7�& '&(2&"&* '�"�*��"&-
'�"�(��&�%&� ��%�#�� %� �(����$�
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`�&� "�������� �-�(�������-��� & �&*6 ��& ��%��%,� ����� �"�-%�%��
*&*�%�&- *&(���� �
�!TTT � \Z!TTF (&����&�%& �&�%,6 � �*�%�A�%��
&���&%�%�� 7��+ ��&"�� &� %�2�@(�%�� -&�*&B%& �&���& �� ����
�&-�"A�%��-&-�%�$ *&(���� %���%��%,+ 7�����&-�
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���-� ��������
���

�$(, &���&%�%�� mε � mψ �4��B�%, � ���&�%,* A�4&* �����"&*
0�%�����-� Vω0�T�TFX CDTDE5

w(t) =
ω0

2
√

2
e−

ω0|t|√
2

(
cos

ω0t√
2

+ sin
ω0 |t|√

2

)
VF�FX

0&����%%,� "$(, &���&%�%�� ��&"�� &� %�2�@(�%�� '"�(���-��%,
%� "��� F�R� �'���", �4��B�%%,+ "$(&- -,�����%, � ��'&���&-�%��*
��"��)'"�&2"��&-�%�$ '& GTSI �&���* � '"�(���-��%, %� "��� F�S�

���� ��&? *����	��	 �����	��#' ��
���	��� Yε0��	��1 � Yψ 0�+����1 �	���� H(*�///
� >:�//� �� �* 8 ������	����
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"$(&- -,'&�%�% -��-���)�%���� V�*� !�!�!X� ��'&���&-���$ -��-���
�&"�� C!FE6C!!E � '�"�*��"&* α�DT� 0&����%, �"�+*�"%,� ����&4"�**,
V"��� F�DTHF�DDX6 ���@��"�"�@J�� 7-&�@#�@ '�"�&(������+
�&���-�$@J�+ -& -"�*�%� V%�'&*%�*6 ��& ����&4"�**&� %��,-�@�
�"�+*�"%,� 4"���� �-�("��� -��-���)�*'����(,X6 � ���B� ������&%,
V"��� F�D!HF�DFX6 &�"�B�@J�� '&�&B�%�$ 8+"�2�&-9 ����&4"�**�
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%� ����&�� (-� �&��2�%�$ �� 4&(6 �&�&",� &������-�@� - "��%&��$+
y
�!TTT� ���-%�$ ����� &���&%�%�� &2��+ ��&"�� &� %�2�@(�%��
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0&'"�-�� %� 4��-%&� %���#�&%%&� 4�"*&%��� '�"�&(&* DR�I 4&(�
*&B�� 2,�� &2���&-��%� '"&2��*�*� "��"�A�%�$ 2����& ��B�J�+
4�"*&%�� %� �&���-�$@J���

0"&��+&B(�%�� '&'"�-�� %� '&��4&(&-&� ����&�� �"�2��� 2&���
(�����%&4& &2��B(�%�$� 	��& - �&*6 ��& - ��&"�� �
�!TTT '&'"�-�� ��
��*&���"� %� 7�&� ����&�� -&&2J� %� (&2�-�$���� � %� &'"�(��$���� CGDE�
�(%��&6 ��� *&B%& -�(��� %� "��� F�DTHF�DF6 &�����&�� ��& 7��
'&'"�-�� &������-��� - %�2�@(�%�$+� � ��&4� �-�&", �
�!TTT
-,������� '"�('&�&B�%�� & �&*6 ��& -��$%�� ��*&���", %� 7�&�
����&�� �&*'�%��"����$ ����*)�& ("�4�* %���-���%,* '"&#���&*� �
��&"�� \Z!TTF ��*&���"� ����,-����� - �"�-%�%�$+ *&*�%�&-6 %&
%� ����,-��&�� %����&4& %���-���%&4& '"&#����6 �&�&",� (&�B�% 2,�
2, �� �&*'�%��"&-��� %� 7�&� ����&��� 0&7�&*�6 ���� ���&� '"&#���
��J���-���6 �& �4& &������-�� - *&(��� � (&�B%& 2, 2,�& '"&$-����$
- -�(� '&$-��%�$ '��� %� '&��4&(&-&� ����&�� %� "��� F�DTHF�DF� ����*
&2"��&*6 �'���"���%&� �����(&-�%�� '&(�-�"B(��� %������ %���-���%&4&
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'&'"�-�� 2,�� -,�����%, � '&*&J�@ [^f ��� V��2�� F�GX� 0&��� �����
'&'"�-&� �&4����� \Z!TTF � %�2�@(�%�$*� ����A��&��6 � -�-�A�%%&�
�"�(%��-�("����%&� &���&%�%�� �&���-��& !TQ VmεX � RTR VmψX *�� (�4��
�� "��� F�DG '"�(���-��%, (�$ �"�-%�%�$ �'���", &���&%�%�� ��&"��
\Z!TTF &� %�2�@(�%�� (& � '&��� ����� '&'"�-&� � (-�* &�%&-%,*
4�"*&%���*�
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 ���� �����#� ���������

�̂���3� ��%? $�+���
� 
 ��+������� �����#' �������
 >:�//�

j Nc �h�	� |A1j|c ��	
 |A2j|c ��	
 |A3j|c ��	
 |A4j|c ��	

� /�/��.�) /���/��2 /�/)�%�� /�//.��& /�//�)2�
� ��////%� /���.%�/ /�/&��/� /�//.%�/ /�//�&��

W,�� ���B� -,'&�%�%� &#�%�� '&'"�-&� � FTT '�"-,* 4�"*&%���*�
0&��� ����� '&'"�-&� -�-�A�%%&� �"�(%��-�("����%&� &���&%�%��
"��%&���� *�B(� ��&"��� � %�2�@(�%�$*� �&���-��& DGI VmεX � FG VmψX
*�� (�4�� 	�$ �"�-%�%�$6 �'���", &���&%�%�� ��&"�� &� %�2�@(�%��
'"�(���-��%, %� "��� F�D 6 "&*2���*� &2&�%���%, ����&�, 4�"*&%��6
(�$ �&�&",+ -,����$���� '&'"�-���
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1�*�� � ����*�����&� ����-%&���� ���6 - CDT!E6CDTFE '"�-&($��$
"��������, -,�����%�� -��$%�$ ��*���"$��%�� %� ��&"&��� -"�J�%�$
1�*�� � '&�&B�%�� '&�@�&-� � "�2&��+ CDTGE6CDT E ����,-����$
%� %������ �&""��$#�� *�B(� '"&(&�B�����%&���@ ���&� �
����*�����&� ����-%&���@� ����,-����$ ���B� %� �-$�� � -����%�����&�
(�$����%&���@ � (-�B�%��* ���&���"%,+ '��� CDTIE� 0"�('"�%�*�����
'&',��� -,(���%�$ ����*������+ 7�����&- - -,�&�&����&�%,+ 0�1
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CDTE "���*��"�-����$ -&'"&� & -��$%�� ��*���"$��%��6 (������$ -,-&(
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0"� 7�&* &#�%�� 7%�"4����� '"&#���&-6 �&�&",� -��$@� %� �� -"�J�%��
�&��&-�$@� (�$ ��*&���"%,+ (-�B�%�� H 2 · 1015 ��6 &���%������+
����%�� H '&"$(�� 1014 ��6 '&�&�&- ��'�� �� %�(" 1�*�� H 1013 ��6 (�$
-���*&(����-�$ *�B'��%��%&4& *�4%��%&4& '&�$ � �&�%��%&4& -��"�
� *�4%��&���"&� 1�*�� H *�%�� 1013 ��6 4�&*�4%��%,+ 2�"� 1012 ��6
� �&���& 2 · 1011 �� (�$ ��*���"$��%�� � 1011 �� (�$ -����%�����&�
(�$����%&���6 ��& �"�-%�*& � 7%�"4����&� '&�$"%,+ ��$%�� H 1011

��� ��* %� *�%��6 ����,-�$ �&�%&��� �&-"�*�%%,+ %�2�@(�%��6 %�
����@��%� -&�*&B%&��� &2%�"�B�%�$ ����*������+ 7�����&- -&
-"�J�%�� 1�*��� ���",�,* &������$ -&'"&� & -&�*&B%&* -��$%��
"�B�*� -"�J�%�$ '��%��, %� "�B�* ����*��%&���� �� "��� F�DI
'"�(���-��% 4"���� �4��B�%%&� *�4%���(, ����*�����&� �&2,��� t
DQTT 4�6 -,�����%%,� %� &�%&-� (�%%,+ �����&4� Ms:: t ��'&���&-�%��*
&�%� 0�%�����-� VF�FX6 - �&'&���-��%�� � '"&(&�B�����%&���@ ���&�
� �4��B�%%&� '"&��-&(%&� 0�� �&""��$#�$ %�2�@(����$ � �"�(&*�
���(��� '"�%$�� -& -%�*�%�� 2&��A�@ '&4"�A%&��� (�%%,+ & ��&"&���
-"�J�%�$ '��%��, 2&�� ��* -��&-&� (�-%&���6 �& B� &�%&����$ �
� ����*������* (�%%,*� 0& %�A�*� *%�%�@6 '&��� 7�����&- -&
-"�J�%�� 1�*��6 �-$��%%,+ � ����*��%&���@6 *&B�� 2,�� 2&���
"���������-�% '"� �%����� -&�2�B(�@J�+ ��%�#���

���� ���)? *����	��	 $* 0��	��1c +���
������ $* 0�+����1 � =�	����#�	�	��	�

	��	����	��� � �.// ��

���



����� 	�
%���� ����� � #������������ � "���*���� ��$����
�= ���
��� ���3 $�

�&J%&� ��*���"$��%��6 '"&��&A�(A�� � 2�"�4&- ��*��", !I
(���2"$ !TTG 4�6 '&-����& ������"&������&� #�%�*�6 -,�-��& 2&��A&�
&2J���-�%%,� "��&%�%� � '"�-����& -%�*�%�� %���%&4& �&&2J���-��
1�*���"$��%��6 *�4%���(� �&�&"&4& &#�%�-����$ - S 2���&-6 ����& '$�,*
'& ���� � DSTT 4� � '�"-,* '&��� 
�$���%��&4& ��*���"$��%�$ DSIG
4� �#�%�� -��$%�$ 7�&4& ��*���"$��%�$ %� -"�J�%�� '��%��,6 �"���
B� �(���%%�$ �'�#�������*� M:[: CDTRE6CDT!E6 �&���-��� (�$ �&&"(�%��
'&�@�� '& U5 )T�IQT *�6 '& �5 T�GQ *�6 (�$ ��*�%�%�$ '"&(&�B�����%&���
���&�5 )!�IQI *��� r���@ (�%%&4& "��(��� 2�(�� '&����%�� �&2��-�%%,+
&#�%&�6 �+ �"�-%�%�� � '"�(���-��%%,*� -,A� � � %�2�@(�%�$*��

x���$"%,� ����*������� *&*�%� ��*���"$��%�$6 '"&��&A�(A�4& !I
(���2"$ !TTG 4�6 '& �����&4� xyv �&���-�� M0 = 3.95 · 1022 �e*6 ��&
�&&�-����-��� *�4%���(� Mw = 9.06 �&4���%& �&"*���

Mw =
2

3
(lg(M0) − 16.1).

����*������� *&*�%� &'"�(��$���$ �&"*��&�

M0 = µSh,

4(� µ H *&(��� �(-�4�6 S H '�&J�(� '�&��&��� "��",-�6 � H �"�(%$$
'&(-�B�� - &��4�� 0& (�%%,* M:[: (��%� "��",-� L �&���-��� &�&�&
D!TT �*6 -�����%� �*�J�%�$ h H - �"�(%�* D *� 	�$ �&4&6 ��&2,
&'"�(����� '&'�"��%,� "��*�" 4�'&��������&� '�&��&��� "��",-� *,
-�$�� +�"����"%&� �%���%�� µ = 3 · 1010 0�� 0&'�"��%,� "��*�"
'&������$ "�-%,* QF �*� 	�$ &#�%�� -��$%�$ ��*���"$��%�$ %�
-"�J�%�� 1�*��6 2,�& �(���%& 4"�2&� '"�('&�&B�%�� & �*�J�%�� 2�&��6
� "��*�"�*� 1200 × 70 × 10 �* V'&���(%$$ -�����%� �&&�-����-���
+�"����"%&� �&�J�%� &���%�����&� �&",X � '�&�%&���@ ρ = 3.2 4e�*3

V�"�(%$$ '�&�%&��� �&",X� �-�(� 2���&��� "��&%� ��*���"$��%�$ �
7�-��&"�6 (�$ "������ 2,�� ��'&���&-�%� ���"������$ *&(��� 1�*��6
%�����%&� '&�&B�%�� 2�&�� ������&�� �(���%%,* &� #�%�"� *��� 1�*��

���



%� -�����%� 7�-��&"����%&4& "�(���� R0 = 6378137 *6 "��*�", 2�&��
'& �"�-%�%�@ � 7�&� -�����%&� ��������� '"�%�2"�B�*& *��,*��

��*�%�%�� "�B�*� -"�J�%�$ '��%��, '"� ��*���"$��%��
&'"�(��$���$ ��*�%�%��* ��%�&"� �%�"#�� 1�*�� � -�����%&�
&�%&������%&4& *&*�%�� �&������-� (-�B�%�$� �#�%�- 7�� -�����%,6
*&B%& -,������� -&�2�B(�@J�� ��%�#�� '& �&"*���* V!�FQX� W,��
'"�%$�, �%���%�$ Ω = 7.292 · 10−5 "�(e� H (�$ ��&"&��� -"�J�%�$
1�*��6 C = 8.037 · 1037 �4·*2 H (�$ &��-&4&6 A = 8.010 · 1037 �4·*2

H (�$ 7�-��&"����%&4& *&*�%�&- �%�"#�� 1�*��� � "���*��"�-��*&�
*&(��� -%�A%�� ���,6 �&�(�@J�� *&*�%� L %� '"�%�*�@��$ � �����6
��*�%�%�� "��*�"� '�"�*�J�@J�4&�$ 2�&�� d∆Ixz %� '"�('&��4����$�
����* &2"��&*6 ����� ���4��*,+ - '"�-&� ����� V!�FQX &���,-����$
"�-%&� %��@6 '"� "�(����%&* '�"�*�J�%�� &���,-����$ "�-�% %��@
� &�%&������%,� *&*�%� �*'����� h� 	����-�� ��*���"$��%�$ *&B%&
'"�(���-��� - -�(� (-�+ �&���-�$@J�+5 ���'�%���&� � �*'����%&��
�&*�%� �%�"#�� 1�*��6 ��*�%�-A���6 &������$ ����* � -'&���(��-��
V�&*'�%��#�$ '"&��+&(�� �� -���X6 ��& *&B%& '"�(���-��� ���'�%���&�
��%�#��� ϕJ = JH(t − t0)6 4(� H(t − t0) ) ��%�#�$ p�-����(� V!�!!X
�& �����&* - *&*�%� ��*���"$��%�$� ��%&������%,� *&*�%� �*'�����
h &�����% &� %��$ ��A� %� '"&�$B�%�� -"�*�%� (-�B�%�$ 2�&��
[t0, t1] V'"� "�(����%&* �*�J�%�� &% "�-�% %��@ -�� -"�*$X� ���&�
-&�*�J�%�� *&B%& '"�(���-��� - -�(� ϕN = N

(t1−t0)(H(t− t0)−H(t− t1))�
	�$ '�"-&4& �"�-%�%�$ V!�FIX *&B%&6 '�"��($ � '"�(���6 ��'&���&-���
��'��� ϕN = Nδ(t− t0)6 4(� δ(t− t0) H ��%�#�$ 	�"��� �& �����&* - t0�
	�$ -�&"&4& �"�-%�%�$ V!�FIX 7�&4& (����� %����$�

��� '&����%& - CDTE6 ���� '"�&2"��&-��� �����*, �&&"(�%�� ���6 ��&2,
t0 � �&%���%�, �%��4"�"&-�%�$ 2,�� "�-%, %��@6 -,A�&'���%%,*
-&�*�J�%�$* 2�(�� �&&�-����-&-��� ��*�%�%�$ '&�&B�%�$ '&�@��

mJ = J(1 − eiσ0t) t > 0,

mN = −iσ0Ne
iσ0t t > 0,

� ��&"&��� -"�J�%�$ 1�*��

mzJ = JH(t− t0),

���



mzN =
N

(t1 − t0)
(H(t− t0) −H(t− t1)).

�� '�"-&* 7��'� 2,�� -,�����%, ��*�%�%�$ -& -"�J�%�� '��%��,
'"� "�(����%&* '�"�*�J�%�� 2�&��� 	�$ �&&"(�%�� '&�@�� &���&%�%�$
�&���-��� '& U5 )D�I *��6 '& �5 !D�I *��6 (�$ '"&(&�B�����%&��� ���&�5 )
T�  *�� V�%�� ��-���� &� %�'"�-��%�$6 &�"�#�����%,� '"� '�"�*�J�%��
� #�%�"� 1�*��X� 1���* &#�%�� 2,�� �(���%� - '"�('&�&B�%��
'�"�*�J�%�$ �& ��&"&���@ !� �*e��� VD *��"&- �� DT *�%X --�"+ '&(
�4�&* DTo V�4&� ��2(��#�� �%(����&� '���, '&( *��"&'���� W�"*�X
- %�'"�-��%�� ��'�()@4&)��'�( V%�'�"-��%�� '& (�%%,* M:[:X� 	�$
�&&"(�%�� '&�@�� &���&%�%�$ �&���-��� '& U5 )!�F *�6 '& �5 T�DFI *�6 (�$
'"&(&�B�����%&��� ���&�5 ) �!I *�� -"�*�%�� ��+&($ �� 7�&4&6 *&B%&
�(����� -,-&( & ����%&� ��-���*&��� &#�%&� &� 4�&*��"�� '&(-�B��
- &��4�6 �&�&"�$ ��-���%� '�&+&� �#�%��6 �(���%%�$ - M:[: �"&��&* �
]�&6 ��-���� &� &#�%�� ��%�&"� *&*�%�� ��*���"$��%�$ CDT!E� 
4& &#�%��6
'&����%%,� - #�%�"�+ u[Y[ � xyv "������@��$ %� '&"$(&��

����� 0�
��# �
��)�
�����-� �
��-�

��� &�*����&�� - "��(��� D�D�F6 %�2�@(�%�$ �� -"�J�%��*
1�*�� '"&-&($��$ - %���&$J�� -"�*$ � ��'&���&-�%��* %���*%,+ �
�&�*������+ �"�(��- %�2�@(�%��6 ����+ ��� ��	W6 ��� � ���6
YZ[ � fsh_[� �� &�%&-� %�2�@(�%��6 -,'&�%�%%,+ "�����%,*�
#�%�"�*� ���1 �&"*�"��� �&*2�%�"&-�%%&� �4��B�%%&� "�A�%��
0�1 xTG � ���&�%,* A�4&*6 �&��2�%�$ � '�"�&(�*� *�%�� ! ���&�
- %�* %� ����,-�@��$� � DSSQ 4� ��$-��%%�$ �&�%&��� 0�1 xTG
�&���-�$�� !TT *�� (�4� (�$ �&&"(�%�� '&�@�� � !T *�� (�$ A���,
-"�*�%� uvD6 �-$��%%&� �& ��&"&���@ -"�J�%�$ 1�*��� ���+&B(�%�$
*�B(� "�A�%�$*� "�����%,+ #�%�"&- %�2�@(�%�� *&4�� '"�-&�+&(���
�����%%,� -,A� -�����%,� �� "��� F�DQ)F�DR '"�(���-��%, 4"�����
��*�%�%�$ '"&(&�B�����%&��� ���&� � �&&"(�%�� '&�@�� '& (�%%,*
���B2, YZ[ � ���B2, ����"%&� �&��#��6 %� �&%� "�A�%�$ xTG�

��)�� &������-�$ ���%�&- 4�&(��������+ ��	W %�2�@(�%�� -

��%
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 0��	��1 � 
�������� +����� 0�+����1
� 
��3	 �//% �� 0+���	 ����	��� +	������	�
�' �����������'�1

���� ���&? �
�	�	��� 
�������� +����� � 0��	��1 � i 0�+����1 � 
��3	 �//% �� 0+���	
����	��� +	������	�
�' �����������'�1

-&��"��%,� (%� '&��� �&B(���-�6 �%��"��"&*��"������� (�%%,� %�
(��� ��*���"$��%�$ %� '"�(���-��%,� `����� �&%���%,+ '"���-&-
'"�(-�"�����%& -,���% �� "$(&- '"&(&�B�����%&��� ���&�� �$(,
�&&"(�%�� '&�@�� &�-&2&B(�%, &� �"�%(�6 4&(&-&� � ��%(��"&-��&�
'�"�&(������+ �&���-�$@J�+6 '�"�*��", �&�&",+ '&(&2"�%, '&
%�2�@(�%�$* �� '&���(%�� A���� ���� ��(%&6 ��& %��&�&",� ��*�%�%�$

���



- *&*�%� ��*���"$��%�$ �*�@��$6 %& &%� �&&�-����-�@� �"&-%@ A�*&-
��� %�*&(���"��*,+ 7�����&-� �2"�J��� %� ��2$ -%�*�%�� �&� ����6
��& %� (�%� ��*���"$��%�$ -����� '&4"�A%&��� %�2�@(�%�� ����"%&�
���B2,6 ��� ��& (�B� %��2&��� ��*��%&� &���&%�%�� '& �)�&&"(�%���
'&�@��6 �&���-�$@J�� '&"$(�� *��������%(, (�4�6 %� -,+&(�� ��
4"�%�#� 3σ�

!I (���2"$ !TTG 4� Vy�f  FFI X '"�A�&�� %� '&�%&��%��6 �&4(�
'"���-%,� -&�*�J�%�$ (&-&��%& -������ �� "��� ~ '"�(���-��%�
�"����&"�$ (-�B�%�$ '&�@�� 1�*�� !I (���2"$ � �*'����(� �&��2�%��
'&�@�� '&( (����-��* ���&�%,+ � -%��"����&�%,+ �&*'&%�%� '"���-�
�&4���%& *&(��� ��$ CFIE�

���� ���2? �
�	�	��	 +����	��� +����� �	��� �) �	
���� 0��	��1 +�� �	�����	�
+������ � ��+������ +������#' 
��	����� � 
��3	 �//% �� +� ���	�� �	��

� T5 S uvx - �&��� t �&&"(�%���*� 3.09◦ ��q� 94.26◦ ��	�V*&*�%� �
�&&"(�%��, ��*���"$��%�$X '"&A�� D � DT *�% � *&*�%�� -&�+&(� �&�%#�
� D � G *�% � *&*�%�� ��+&(� ��%,6 � �-����� -,��"&����� -(&�� ��%��
'"�('&��4��*&4& "���&*�� �&�*&B%&6 '"���-%&� -&�(����-�� ����&
����&"&*6 �'"&-&#�"&-�-A�* ��*���"$��%��� ���&4& "&(� 7�����,
��-���%, CDTSE�

��)



*�, 0/�����&8$!� ���&�'�"�$�% � /��+$�� ���

]���&�%,� �&���- '"�#����� � %���#��6 ��� '&����%& - "��(���
F�!6 &'"�(��$���$ ��%%,*�6 �&�%��%,*� � '��%��%,*� 4�"*&%���*�6
��& (����� 2&��� �(&2%,* '&��"&�%�� ��&"�� - ����&�%&� &2������
�'���"���%,� B� �&���- (-�B�%�$ '&�@�&- &'"�(��$���$ �&���-&*
-&�2�B(�%�$6 �&�&"&� �������@ %� $-�$���$ 4�"*&%������*6 �"&*� �&4&6
-&�2�B(�%�� �"�%��&"*�"����$ '�"�(��&�%&� ��%�#��� 1�*�� CDDTE�
��"��#�� ��&"&��� -"�J�%�$ 1�*��6 ��� -�(%& �� -�&"&4& �"�-%�%�$
V!�FRX6 %�'"$*�@ �-$��%, � �������%&� �&���-�$@J�� -&�2�B(�%�$6
�&���- �&�&"&4& ���B� (&-&��%& ��&B�% � &2���&-��%6 - &�%&-%&*6
��*&���"%,*� '"&#����*�� 0"&4%&��"&-�%��6 �&�&"&*� '&�-$J�%
(�%%,� "��(��6 �"�2��� ����� -��+ ���&%&*�"%&���� �����(��*,+
'"&#���&-6 �������������+ �-&���- ������%,+ �&���-�$@J�+� 0&7�&*�
�%����� '"&-�(�* �%���� -"�*�%%,+ "$(&-6 - �&�&"&* 2�(�* &'�"����$
���B� %� "�%�� '"&-&(�-A���$ �����(&-�%�$ CDDDE6 CDD!E6 CDDFE6CDDGE6CDD E�

��3�� 
�����
���-� ��������
���

� ������-� ��+&(%,+ (�%%,+ ��'&���&-����� 2@�����%� KsZ�TD �
KsZ�TG ���1 V�*� "��(�� D�D�FX� 	�%%,� '& ��&"&��� -"�J�%�$ 1�*��
�*�@��$ � DSI! 4� W@�����%� KsZxTG6 �&(�"B�� '�"�*��", -"�J�%�$
1�*�� � DSI! 4 '& %���&$J�� -"�*$ � A�4&* &(%� ������ W@�����%�
KsZ�TD �&(�"B�� �&&"(�%��, '&�@�� � DRGI '& DRRS 4� � A�4&* T�D 4&(�
� � DRST 4� � A�4&* T� 4&(�� �� "��� F�!T '"�(���-��% 4"���� ��*�%�%�$
�&&"(�%�� '&�@�� � DSTT 4�6 ��%��� &�*���% �"�%(� �� "��� F�!D
'"�(���-��% -"�*�%%&� "$( uvD)uvx6 ������ &2���&-��%, --�(�%��*
(&2�-&�%&� ����%(, V�*� D�!X� �"����� ��-���*&��� '&4"�A%&��� &�
7'&+� %�2�@(�%�� ���@��"�"�@� �&�&�����%,� '"&4"��� - �&�%&���
%�2�@(�%���

���%�* "���*&�"�%�� � (&�4&'�"�&(������+ 7�����&-� �,(��$@�
-��&-&� (-�B�%�� '&�@�� �& ��&"&���@ &�&�& F� *�e4&( - %�'"�-��%��
'"�*�"%& Q o ��'�(%&� (&�4&�, V- ��&"&%� ��'�(%&4& '&2�"�B�$
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i

σc

dm(t)

dt
+m(t) = χ(t), VF�GX

4(� σc = 2πFc(1 + i/2Q)� W�(�* ��'&���&-��� '"�(�&B�%%,� - CRDE
�%���%�$ Fc = 0.843 #���� - 4&( � Q = 175� ]���&�%�$ +�"����"������
�����*, ��(����$ -,"�B�%��*

L1(f) =
σc

σc − 2πf
. VF� X

�� "��� F�FI '"�(���-��%� �*����(%&)����&�%�$ V
]pX � ���&-&)
����&�%�$ V�]pX +�"����"������ �����*,6 ��(�-��*,� VF� X� �������-&
-�(�% "��&%�%� %� ��%(��"&-��&� ����&��� 0"� '�"�+&(� -&�2�B(�%�$
�� &(%&� ����&�%&� '&��'�&��&��� - ("�4�@6 "��4"�%���%%�@ ����&�&�
σc/2π ���� (-�B�%�$ '&�@�� *�%$���$ %� π�

� "�2&��+ CD!RE6CDDTE ����&%&* '"�(�&B�% �����"

χ(t) =
ie−iπFc∆t

σc∆t

[
mt+∆t

2
− eiσc∆tmt−∆t

2

]
, VF�IX

4(� ∆t H �%��"-�� -"�*�%� *�B(� "�-%&&���&$J�*� &������*�
%�2�@(�%��� 	�%%,� �����" *&B�� 2,�� -,-�(�% �� &2J�4& "�A�%�$
V!�FRX �"�-%�%�$ VF�GX '"� ��'&���&-�%�� '"�2��B�%%&� �&"*��,
�����%%&4& �%��4"�"&-�%�$ �"�'�#��∫ t0+∆t

t0

f(t)dt =
∆t

2
(f(t0) + f(t0 + ∆t)) , VF�QX
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2,�� '&����%& �� VF�IX � ��'&���&-�%��* {)'"�&2"��&-�%�$6 &%&
�''"&���*�"��� VF� X � �*��� -�(

L2(f) =
−iσc∆teiπ(Fc−f)∆t

1 − ei(σc−2πf)∆t . VF�RX

�&����%&-��%�� -&�2�B(�%�$ � ��'&���&-�%��* VF�IX -,'&�%�%& -
�%��"-��� � DSTT '& !TT 4� � '"�(���-��%& %� "���%�� F�FQ� ��(%&6
��& (& IT)+ 4&(&- &�%&-%&� �&���- 8-&�2�B(�%�$9 &'"�(��$@� A�*,�
0&��� �&4&6 ��� ������-& %�2�@(�%�� ����A��&�� � '&$-����� (�%%,�
"��%����� MxKZeMx:h6 ����& $�%&6 ��& �&���- -&�2�B(�%�$ - &�%&-%&*
&'"�(��$���$ ��*&���"%,*� '"&#����*��

�&����%&-��%�� 2,�& -,'&�%�%& ���B� (����"�%#�"&-�%��* '& �"�*
�&���* � ��'&���&-�%��* �&"*��,

ṁ(t0 + 2∆t) =
1

2∆t
(3m(t0 + 2∆t) − 4m(t0 + ∆t) +m(t0)) ,

� '& '$�� �&���*6 � ��'&���&-�%��* �&"*��,

ṁ(t0 + 4∆t) =
1

∆t
(
m(t0)

4
− 4

3
m(t0 + ∆t) + 3m(t0 + 2∆t)−

4m(t0 + 3∆t) +
25

12
m(t0 + 4∆t)).
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χ = F−1(χ̂) = F−1
(

m̂

W (iω)

)
,

4(� W &'"�(��$���$ �&"*��&� V!�FSX� ��������� -%&-� &��%� '&+&B %�
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- '"&����A�* '"�('&�&B�%��6 ��& -+&(%&� ��4%�� '"�%�(��B�� L26 ���
'&����%& - "��(��� !�G�G &'"�(��$���$ �&"*��&�

Kreg = F−1

(
K̂ ′

K̂ ′K̂ + α

)
.
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W�"$ - ������-� K �*'����%�@ +�"����"������ V!�GTX6 �%����������
'&�����* (�$ (�%%&4& �����$ "�4��$"���"�@J�@ -��&-�@ ��%�#�@

hreg(t, α) =
1

ατ
e−

t
τ cos

t

τ
√
α
, VF�SX

4(� α H '�"�*��" "�4��$"���#��6 τ = i/σc H '&��&$%%�$
-"�*�%� �����*,� ��'&���&-�%�� (�%%&4& &�%� -& -"�*�%%&� &2�����
���"�(%�����%&� ��4��$"���"�@J�$ &'�"�#�$ 2,�� -,'&�%�%� -
����&�%&� &2�����6 "��������6 '&����%%,� '&��� '�"�+&(� -& -"�*�%%�@
&2�����6 '"�(���-��% %� "��� F�FR (�$ "��%,+ �%���%�� '�"�*��"�
"�4��$"���#�� α�
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��+��	��� ��
�������	� 5��
3��c ����������	���� �	������
�3�	�
0��	�� α = 0.1c �+���� α = 11 � 5��!���� ,�������

W,�& -,'&�%�%& -&����%&-��%�� �&���-�$@J�+ -&�2�B(�@J�+
��%�#�� (�$ "��%,+ �&*'&%�%�6 -,(���%%,+ �� %�2�@(�%��
*��&(&* ��
 VL = 200X '& &�(���%&��� V�*� "��(�� F�GX� ��
"���%��+ F�FS6 F�GT6 F�GD '"�(���-��%, 4&(&-�$6 ��%(��"&-���$6 �
%�"�4��$"%�$ V�&&�-����-�@J�$ �&2��-�%%,* �����* � I)4& '& DTX
�&���-�$@J�� X)�&&"(�%��, '&�@��6 "��(���%%,� *��&(&* ��

-*���� � -&����%&-��%%,*� � ��'&���&-�%��* VF�IX -&�2�B(�@J�*�
��%�#�$*�6 �* �&&�-����-�@J�*�� �� '"�-�(�% 4"���� �"�%(� �
�&&�-����-�@J�4& �*� -&�2�B(�%�$6 �&�&"&� � %�* '"���������
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�&*'&%�%�,6 �&�&"�$ &'"�(��$�� 2&��A�@ ����� (��'�"��� -&�2�B(�%�$
%� "��� VF�FQX � "���& �*�%�A����$ � DSQT 4�
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3�� 0�+����1�
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��������# +����� 0��	��1 � �����	���������
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0&��� �&4&6 ��� -&�2�B(�%�� -&����%&-��%&6 %�B%& '&',�����$
&�,����� '"&#���,6 � �&�&",*� &%& 2, �&""���"&-��&� �� "���
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���� ��%�? 4	�	�������	 0�����	�������		 ������	��#� ������ � ) +� �/1 
��	����	
�-
��������# +����� 0��	��1 � �����	��������� 	�� ��
��������� 5��
3��
0�+����1�

F�G! -&����%&-��%%,� �&*'&%�%�, -&�2�B(�%�$ �&'&���-��%, �&
�4��B�%%,*� (�%%,*� & ��*���"$��%�$+6 -,�����%%,+ '& �����&4� u[)
Y[ � ��'&���&-�%��* �����"� 0�%�����-� VF�FX� �&(&-&� �&��2�%��6
��� ��-���%&6 &2���&-��%& ��*&���"%,*� '"&#����*� CDFTE6CDFDE6 &%& %�
�&""���"��� � ����*��%&���@� �&""��$#�$ �&*'&%�%�, -&�2�B(�@A��
��%�#��6 �&&�-����-�@J�� ��%(��"&-��&*� �&��2�%�@ � ����*��%&���@
%� 4"����� -�(%� &������-&� �&B%& ����@����6 ��& '"���%�
��%(��"&-��&4& �&��2�%�$6 -�"&$�%&6 ���B� &���,-��� -��$%�� %� "�B�*
����*��%&��� 1�*�� V�*� ���B� "��(�� F�FX�

�� �� >��$��#����
��� ��#�'(�
)%�� 4'����*

�� ���(�@J�* 7��'� 2,� -,'&�%�% '"&4%&� -&�2�B(�@J�� ��%�#���
0&��&���� -���( - %�� -%&�$� 
��6 ���6 ��*�%�%�$ �"&-%$
�&%��%�%����%,+ -&( � ("�4&�6 B�������% ���� 7��+ ����&"&-� �(%��&6
- %�A�* "��'&"$B�%�� 7��+ '"&4%&�&- %� &�����&�� V�+ %� �(��&��
&2%�"�B��� - &��",�&* (&���'�X6 � '"&4%&��"&-�%�� -,'&�%$�&��
*��&(&* ��
 � ��6 '"�(�&B�%%,* - "��(��� F�G� ���������,
'"�(���-��%, %� "��� F�GF�

��.
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�&����%&-�- -&�2�B(�@J�@ ��%�#�@ χ(t) � �(���- �� '"&4%&� *&B%&
-&�'&���&-����$ ��'���@ (�%�*�����&� *&(��� -"�J�@J���$ 1�*��
- ��"*�%�+ '"&��"�%��-� �&��&$%�� V!�G!X � -,������� �"����&"�@
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 �-
��������# 0��	��1c � i-
��������# +����� 0�+����1 5��!����
7�������

(-�B�%�$ '&�@�� � ��'&���&-�%��* �����"� ���*�%�� 0"� 7�&* (�$
����� -&�2�B(�%�$ -&�'&�����*�$ �&"*��&� �����%%&4& �%��4"�"&-�%�$
VF�QX ��� ��*'�&%�

t0+∆t∫
t0

f(t)dt =
∆t

3
(f(t0) + 4f(t0 + ∆t/2) + f(t0 + ∆t)) .

���������, '$�����%�4& '"&4%&�� '"�(���-��%, %� "���%�� F�GG� �
������6 �&4(� -&�2�B(�%�� ��-���%&6 - '&(��"&��� '&( %�2�@(�%�$
%�� %�&2+&(�*&��� � *&B%& '&�&B��� *��"�#� �����%�$ - V!�GDX
"�-%&� %��@� ��* ��*,*6 '& ����6 ��'&�������$ ��A� �&"*�"�@J��
�����" V!�G!X� �(%��&6 '&��&���� '"&4%&�, -&�2�B(�@J�� ��%�#��
%� &��%� �&�%,6 *&B�� 2,�� ��(����-&-�%� '"&#�(�"� �����"�#��
%�2�@(�%��� ��&�%�%�� �"����&"�� *&B�� '"&-&(����$ '& �*�@J�*�$
- "��'&"$B�%�� (�%%,*6 �&""���"&-�%%,* � ���&*,* '"&4%&�%,*
��4%��&*�
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&�� -"�J�%�$ 2,�� &2%�"�B�%, - �&%#� U_U ) %����� UU -�6 2��4&(�"$
'&$-��%�@ 2&��� �&�%,+ *��&(&- %�2�@(�%��� � ��+ '&" 7�� $-��%�$
'"�-����@� -%�*�%�� ���"&%&*&- � 4�&�����&-6 '&��&���� %���� -
��2� �%�&"*�#�@ & '"&#����+6 '"&��+&($J�+ - 2��B%�* �&�*&��6 -
��*&���"�6 &���%�+ � %�("�+ 1�*��6 $-�$@��$ �%�����%,* �-&(%,*
�%(���&* 7��+ '"&#���&- � '&�-&�$@� ��(��� & �-&���-�+ 1�*���
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� -"�J�%��* 1�*�� ����& �&6 ��& ��(��� ��*�"�%�$ � +"�%�%�$ �&�%&4&
-"�*�%�6 � ("�-%&��� ��B�-A�$ - "���� ���"&%&*��6 '�"�A�� - "���&
$(�"%&� ������� ��(�B(� %� �� -&�-"�J�%�� *&B�� 2,�� �-$��%� �
�&�(�%��* A���, '�����"%&4& -"�*�%� CDF!E�

�&-"�*�%%�$ ���"&*��"�$ � 4�&(���$ ���B� %� *&4�� &2&���
-%�*�%��* '"&2��*6 �-$��%%,+ � &�&2�%%&��$*� -"�J�%�$ 1�*��6
'&��&���� 0�1 -,���'�@� '�"�*��"�*� '"�&2"��&-�%�� *�B(�
��%(�*�%����%,*� �����*�*� �&&"(�%��6 � �&�%&���6 %�&2+&(�*�$ '"�
'"&-�(�%�� ���"&*��"������+ ��*�"�%��6 - �&�*�����&� %�-�4�#�� �
4�&2���%&* '&��#�&%�"&-�%��6 &��%� -,�&��� ���-���� - UU -� ����+
�"�(��- %�2�@(�%��6 ��� ��	W6 ���6 ���6 YZ[6 fsh_[ -,-��&
�&�%&��� %�2�@(�%�� �� -"�J�%��* 1�*�� %� *����*��"&-,� �"&-�%�6
-&�%���� %�&2+&(�*&��� - �&-�"A�%��-&-�%�� ��&"���

� '"&-�(�%%&* �����(&-�%�� 2,�� "���*&�"�%, �&%��� 7�����,6
��B�J�� %� '"�(��� �&�%&��� �&-"�*�%%,+ �"�(��- %�2�@(�%��
�� ��&"&���@ -"�J�%�$ '��%��,6 � (-�B�%��* '&�@�&-6 �&�&",�
%� -��4(� �(����$ *&(���"&-��� �&-"�*�%%,*� ��&"�$*�� ��%&-%&�
-%�*�%�� �&�"�(&�&��%& %� *��&(�+ '"&4%&��"&-�%�$ � -&����%&-��%�$
-&�2�B(�@J�+ ��%�#�� '& %�2�@(�%�$*6 '"� 7�&* -%�*�%�� �(���%&
���B� '&���� '"���% ��%(��"&-��&4& �&��2�%�$ '&�@���

����*��������� *��&(,6 "��-�-�@J���$ ��"�*�����%,*� ��*'�*�
-*���� � "��-����* -,���������%&� ��+%���6 &��",-�@� �(�-�����%,�
'�"�'����-, '�"�( �����(&-����$*�� ���-���� *��&(&- -��-���)�%�����6
��%4��$"%&4& �'���"���%&4& �%�����6 %���%��%&4& *&(���"&-�%�$6
%��"&%%,+ �����6 '&'��$#�&%%,+ *��&(&- &'��*���#�� '&�-&�$@�
'&)%&-&*� '&(&��� � �����(&-�%�@ -"�J�%�$ 1�*��6 '&������
%&-,� "��������, � �"�-%��� �+ � '&����%%,*� �����������*�
*��&(�*� ��"��)�%�����6 "�4"����&%%,*� �������������*� *��&(�*�6
*��&(�*� (�%�*�����&4& *&(���"&-�%�$� � "�2&�� '"�('"�%$�,
'&',��� �"�-%�%�$ "�����%,+ *��&(&- - ��'���� �+ '"�*�%�*&��� �
�%����� � '"&4%&�� "$(&- 0�16 �(���%, '"�(�&B�%�$ '& �+ �&-*���%&*�
��'&���&-�%�@�

��&2&� -%�*�%�� �(���%& (�%�*�����&*� *&(���"&-�%�@6 �&�&"&�
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&(%&�%��%&4& "�A�%�$ � $-�$@��$ %��&""���%& '&���-��%%,*�� � 7�&*�
������ &�%&����$ � ��(��� -&����%&-��%�$ -&�2�B(�@J�+ ��%�#�� '&
%�2�@(�%�$*6 "���*&�"�%�@ �&�&"&� '&�-$J�% "��(�� F� � 0"�('"�%$�,
'&',��� ��'&���&-�%�$ �&""����"�@J�+ �4��B�-�@J�+ '"&#�(�" (�$
"�A�%�$ 7�&� ��(����

� +&(� �����(&-�%�$ '�"�( %�A�* -�&"&* '"�(����& *%&B���-&
-&'"&�&-6 "�A�%�� �&�&",+ '"�(���-�$���$ �%��"��%,* - 2�(�J�*� ���6
&�&2& �%��"��%,* *&B�� 2,�� '"�*�%�%�� %���%��%,+ "�4"����&%%,+
*��&(&- �%����� � "$(�* 0�16 ��'&���&-�%�� *��&(&- (�%�*�����&4&
*&(���"&-�%�$ %���%��%,+ &23���&- (�$ �����%�$ -"�J�%�$ 1�*��6
(���%��A�$ "��"�2&��� �&""����"�@J�+ �4��B�-�@J�+ '"&#�(�" (�$
"�A�%�$ &2"��%,+ ��(�� � '"�*�%�%��* *��&(&- -��-���)�%������
�&���4����$ %�(�B(� %� %&-,� �&�%,� (�%%,�6 �&�&",� *&4��
��J���-�%%& '&*&�� "�A�%�@ -&'"&�� & '"�"&(� ��%(��"&-��&4&
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