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Введение

Создание стандатной модели элементарных частиц относится к кон-

цу 60-х – началу 70-х годов, когда произошли качественные изменения в

понимании как сильных, так и слабых взаимодействий на основе прин-

ципа локальной калибровочной инвариантности. Это позволило единым

образом рассмотреть слабые и электромагнитные взаимодействия и по-

казать, что несмотря на существенное различие наблюдаемых характе-

ристик этих взаимодействий, их можно, тем не менее, рассматривать

как два разных проявления одного более фундаментального взаимодей-

ствия. В отличии от слабых сильные взаимодействия стоят несколько

особняком, и пока не известно никаких экспериментальных указаний

на единую природу сильных и электрослабых взаимодействий. В свя-

зи с этим установившаяся к настоящему времени стандартная модель

взаимодействий элементарных частиц основана на калибровочной груп-

пе SUc(3) × SUL(2) × UR(1), где сильные взаимодействия описывают-

ся квантовой хромодинамикой, построенной на основе группы SUc(3), а

электрослабые взаимодействия – единой электрослабой теорией Глешоу-

Вайнберга-Салама на основе группы SUL(2)× UR(1).

На возможность объединения слабых и электромагнитных взаимодей-

ствий впервые указал Швингер [1] в 1957 году, отметивший их векторную

природу. Глешоу предположил, что в искомой перенормируемой теории

слабых взаимодействий должны одновременно рассматриваться и элек-

тромагнитные взаимодействия, предложив [2] модель с калибровочной
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SU(2) × U(1) симметрией. Перенормируемость в его теории отсутство-

вала, так как массы промежуточных векторных бозонов вводились как

дополнительные параметры. Аналогичная попытка была предпринята

Саламом и Уордом [3]. Наконец, известный в настоящее время вари-

ант единой теории электрослабых взаимодействий был предложен Вайн-

бергом [4] в 1967 году, а годом позднее независимо обсуждался Сала-

мом [5]. Поэтому стандартную теорию электрослабых взаимодействий

часто называют моделью Вайнберга-Салама (ВС) или моделью Глешоу-

Вайнберга-Салама (ГВС). Различие между слабым и электромагнитным

взаимодействиями в модели ГВС [4, 5] связывалось со спонтанным нару-

шением калибровочной симметрии, приводящем к “мягкому” включению

массовых членов для промежуточных бозонов W± и Z0 за счет механиз-

ма Хиггса [6]. Но поскольку в 1967 году о перенормируемости подобных

теорий бало известно мало, возобновление необычайного внимания к мо-

дели ГВС отмечается после того, как т’Хофтом была доказана перенор-

мируемость теорий со спонтанно нарушенной симметрией [7, 8].

Согласно теории ГВС слабое взаимодействие не является контактным,

как это предполагал Ферми [9], а происходит путем обмена промежуточ-

ными векторными бозонами (W+, W−, Z0) – тяжелыми частицами со

спином 1. При этом W±-бозоны осуществляют взаимодействие заряжен-

ных токов, а Z0-бозон – нейтральных. В стандартной теории три проме-

жуточных бозона и фотон являются квантами так называемых калибро-

вочных векторных полей. Собственно модель ГВС описывала лишь сла-
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бые взаимодействия лептонов, но плодотворность теоретических идей,

лежащих в ее основе, позволила без особых затруднений включить в нее

и слабые взаимодействия кварков.

Первое подтверждение модели ГВС было получено в 1973 году в связи

с открытием слабых нейтральных токов в реакции упругого рассеяния

мюонных нейтрино на протонах [10], а в 1976 году нейтральные сла-

бые токи были обнаружены в чисто лептонных процессах νµe− → νµe
−,

ν̄µe
− → ν̄µe

−, ν̄ee− → ν̄ee
− [11].

Вторым подтверждением единой теории электрослабых взаимодей-

ствий стало открытие в 1974 году первого тяжелого кварка (очарован-

ный c-кварк) [12, 13], окончательно утвердившее в правах гражданства

кварковую модель. Это окрытие явилось весьма знаменательной вехой в

истории физики частиц, стимулировав дальнейший существенный про-

гресс как теории, так и эксперимента. Важным шагом на этом пути было

обнаружение в 1976 году третьего заряженного лептона τ и в 1977 году

пятого типа кварков – b-кварка. Эти открытия привели к замене четы-

рехкварковой модели Глешоу-Иллиопулоса-Майани (ГИМ) [14] шести-

кварковой Кобаяши-Маскавы (КМ) [15], предложенной еще в 1973 году

для естественного включения CP -нарушения в слабые взаимодействия

кварков. Окончательное экспериментальное подтверждение шестиквар-

ковой картины стандартной модели произошло весной 1994 года после

открытия шестого типа кварков – экстра тяжелого t-кварка на протон-

антипротонном ускорителе в FERMILAB (Батавия, США) [16, 17, 18, 19].
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С предсказаниями модели ГВС согласуется также открытое в Новоси-

бирске несохранение четности в атомных переходах [20]. Теория получи-

ла подтверждение в экспериментах, проведенных в Станфорде (США) [21]

по неупругому рассеянию электронов на дейтерии, в которых также на-

блюдалось несохранение четности вследствие взаимодействия нейтраль-

ных токов.

В 1979 году Глешоу, Вайнберг и Салам были удостоены Нобелевской

премии по физике [22, 23, 24] за создание электрослабой теории, пре-

красно описывающей всю совокупность экспериментальных данных по

электрослабым процессам, задолго до открытия промежуточных W±-

и Z0-бозонов [25, 26, 27]. Пришедшее в 1983 году из CERN сообщение

о непосредственном наблюдении переносчиков слабых взаимодействий

группами UA1 [28, 29, 30] и UA2 [31, 32] на эксперименте явилось под-

линным триумфом этой теории. Запуск в 1989 году новых электрон-

позитронных ускорителей LEP в ЦЕРНе и SLC в Станфорде с энергиями

до 92 ГэВ в системе центра масс e+e− пар удалось с невероятной точно-

стью определить параметры Z-бозона в процессе его прямого рождения,

Более того, впервые появилась реальная возможность прощупать влия-

ние радиационных поправок на параметры этого бозона. Последовавшая

в 1996-1997 годах модификация ускорителя LEP в ЦЕРНе (энергия стал-

кивающихся частиц доведена до 183 ГэВ в системе центра масс) позво-

лит также с прецезионной точностью определить параметры заряженных

W -бозонов. В частности, на данный момент экспериментальные значе-
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ния масс промежуточных калибровочных W±- и Z0-бозонов следующие:

mW = 80.22± 0.26 ГэВ и mZ = 91.187± 0.007 ГэВ [33].

Стандартная модель в ее минимальном варианте с необходимостью

(следствие спонтанного нарушения симметрии) требует существования

тяжелого скалярного хиггсовского бозона H. К сожалению, в отличие

от промежуточных бозонов, массы которых однозначно предсказыва-

лись стандартной моделью, значение массы хиггсовского бозона оста-

ется произвольным. Исходно, при задании скалярного сектора электро-

слабой теории в лагранжиан вводится два параметра λ и v [34], причем

масса хиггсовского бозона есть mH = λ v. Значение параметра v четко

фиксируется низкоэнергетической физикой v = (GF

√
2)−1/2 ≈ 246 ГэВ.

Указаний на величину безразмерного параметра λ при существующих

энергиях пока не найдено. Из теории известно только, что очень ма-

ленькой λ быть не может: малое значение λ приведет к тому, что наш

физический вакуум (при |φ| = v/
√

2) будет нестабилен и рано или позд-

но спонтанно взорвется, перейдя в стабильный вакуум с |φ| = 0. Исходя

из этого теоретической нижней границей на массу стандартного хиггсов-

ского бозона будет значение mH ≥ 7.3 ГэВ [34]. Заметим, что последние

экспериментальные ограничения mH > 77.5 ГэВ [35] значительно пре-

восходят указанную выше величину.

Известные в настоящее время кварки и лептоны естественным обра-

зом группируются в три поколения:
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
Глубокое понимание такой повторяющейся фермионной структуры на

современном этапе пока отсутствует. Обычно эту проблему называют

проблемой фермионных поколений. Принципиально новой физической

особенностью, возникающей в модели с более чем одним поколением,

является феномен смешивания в калибровочных взаимодействиях фер-

мионов (см., например, [34, 36, 37]). Это связано с тем, что калибро-

вочная инвариантность допускает, чтобы массовая матрица фермионов

была недиагональной.

Электрослабая теория естественным образом включает в рассмотре-

ние массивные кварки, но не объясняет ни спектр масс, ни подавля-

ющее большинство распадов наблюдаемых адронов. Описание свойств

адронов имеет место в теории сильных взаимодействий. Наше понима-

ние природы сильных взаимодействий прошло путь от мезонной теории,

предложенной Юкава [38] для описания взаимодействий внутри ядер, до

квантовой хромодинамики (КХД), в основу которой положен калибро-

вочный принцип, как и в электрослабой теории. Если в модели Юкавы

переносчиками взаимодействий были скалярные (со спином, спином 0)

массивные π-мезоны, то в КХД эту роль выполняют векторные (со спи-

ном, равным 1) безмассовые частицы – глюоны [39]. При этом оказалось,

что π-мезоны нельзя отнести к бесструктурным бозонам, таким как фо-
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тон и промежуточные бозоны, так как эти мезоны являются составными

объектами, построенными из кварков.

Все наблюдаемые адроны, в отличие от лептонов, можно назвать эле-

ментарными частицами только с известными оговорками. Любой из мно-

гочисленных адронов действительно элементарен в том смысле, что его

нельзя разбить на составные части. И вместе с тем твердо установле-

но, что адроны имеют внутреннюю структуру: они состоят из кварков.

Кварки, подобно лептонам, на современном этапе развития науки, вы-

глядят как бесструктурные, истинно элементарные частицы. Понятие

кварков было введено в 1964 году Гелл-Манном [40] и Цвейгом [41, 42]

при попытке классификации на основе ароматической SU(3)-симметрии

известных к тому времени адронов. Введение трех ароматов (сортов)

кварков позволило адекватно описать спектр не только мезонов (силь-

новзаимодействующих частиц с целым спином), но и барионов (частиц

с полуцелым спином). Кварки обладают парадоксальным свойством, не

имющим прецедента во всей истории физики, – конфайнментом [44, 43],

то есть кварки в адронах находятся в пожизненном заключении. Со-

гласно КХД никому и никогда не удастся выбить одиночный кварк из

адрона, поскольку интенсивность сильных взаимодействий существенно

возрастает по мере увеличения расстояния между образующими адрон

кварками.

Однако наличия симметрии в секторе ароматов оказалось недостаточ-

но для описания свойств адронов (в частности, барионов) на кварковом
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уровне. Так в физике появилось понятие о новом свойстве, отличающем

кварки от лептонов, – “цвете” [45]. Основная гипотеза современной фи-

зики элементарных частиц состоит в том, что все наблюдаемые адроны

являются бесцветными состояниями [45]. В силу того, что кварки обла-

дают дробными спином (s = 1/2) и зарядом (Qu = 2/3 для верхних и

Qd = −1/3 для нижних кварков), можно показать, что из них можно по-

строить любое адронное состояние. Введение цвета необходимо для того,

чтобы избежать противоречия с принципом Паули при описании барио-

нов [45, 46]. Волновая функция бариона строится из волновых функций

трех кварков, поэтому с необходимостью надо ввести три цвета – “крас-

ный”, “синий” и “желтый”, которые присущи кваркам каждого сорта.

Математически цветовому вырождению кварков соответствует нали-

чие цветовой SUc(3)-симметрии. Цветовой триплет кварков qα (α = 1, 2, 3)

преобразуется по фундаментальному представлению группы SUc(3), три-

плет антикварков q̄α – по сопряженному представлению. Мезоны (M) и

барионы (B) являются SUc(3)-синглетами:

M =
1√
3
q̄αq

α =
1√
3

(q̄1q
1 + q̄2q

2 + q̄3q
3),

B =
1√
6
εαβγ q

αqβqγ,

где εαβγ – полностью антисимметричный тензор. Именно из-за антисим-

метризации по цвету три кварка в барионе не нарушают принципа Паули

и ведут себя в этом отношении как обычные фермионы.

В сильном взаимодействии цветовые заряды кварков играют ту же
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роль, что и электрические заряды частиц в электромагнитном взаимо-

действии. Роль фотонов при этом играют электрически нейтральные век-

торные частицы, которые получили название глюонов [39]. Обмениваясь

глюонами, кварки “склеиваются” друг с другом и образуют адроны.

Основное отличие глюонов от фотонов заключается в том, что фотон

– один, и он электрически нейтрален, а глюонов – восемь, и они несут

цветовые заряды. Благодаря своим цветовым зарядам глюоны сильно

взаимодействуют друг с другом, испускают друг друга. Это как бы “све-

тящийся свет”. В результате такого нелинейного взаимодействия распро-

странение глюонов в вакууме совершенно не похоже на распростронение

фотонов, а цветовые силы, приводящие к запиранию кварков, карди-

нально отличны от электромагнитных.

Среди всего спектра мезонов M особое место занимают кварконии –

системы, состоящие из тяжелых кварка и антикварка. Первое наблюде-

ние кваркония относится к 1974 году, когда независимо группы Рихте-

ра [12] и Тинга [13] обнаружили J/ψ-частицу с массой mJ/ψ = 3096.88±

0.04 МэВ [33]. Это была первая частица из семейства чармониев – квар-

кониев, построенных из пары чармованных кварка и антикварка. По

своим свойствам J/ψ относится к разряду ортокваркониев (суммарный

спин s = 1) в S-состоянии (орбитальный момент L = 0) с наименьшим

радиальным числом (n = 1). Позже были обнаружены другие состоя-

ния чармония [33], отличающиеся от J/ψ набором квантовых чисел n,

L и s (ηc, ψ′, χc и т. д.). Три года спустя группой Ледермана [47] в ад-
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ронных столкновениях, а год спустя – в e+e−-аннигиляции [48, 49] был

открыт Υ-мезон с массой mΥ = 9460.37 ± 0.21 МэВ [33]. Эти частицы

были отождествлены с кварконием, состоящим из кварка и антикварка

пятого аромата – b- и b̄-кварков [50, 51]. Помимо Υ-частицы было от-

крыто еще семь уровней боттомония – системы bb̄ [33]. Длительное вре-

мя большие надежды возлагались на топоний – кварконий, образован-

ный из кварка шестого аромата – t-кварка, наличие которого требуется

симметрией кварк-лептонного сектора электрослабой теории (см., напри-

мер, [34]). Обладая большей по сравнению с b-кварком массой, образо-

ванный t-кварком топоний был бы действительно идеальным полигоном

для проверки предсказаний КХД [52]. Но реальность превзошла все ожи-

дания: обнаруженный весной 1994 года супертяжелый t-кварк с массой

mt = 175.6 ± 5.5 ГэВ [53] оказался не в состоянии образовать связанное

состояние со своей античастицей, поскольку время его слабого распада

по каналу t → Wb существенно меньше характерного времени жизни

соответствующего ему кваркония. В связи с этим, семейства чармония

и боттомония так и остаются пока наилучшими кварковыми система-

ми для получения конкретной информации о сильных взаимодействиях.

Однако если предположить наличие четвертого поколения элементарных

частиц (что, вообще говоря, не запрещается стандартной моделью) или

некоторой дополнительной симметрии (например, суперсимметрии [54]),

то возможно существование более очень тяжелых кваркониев, при этом

слабые распады образующих их кварков могут быть сильно подавлены
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малостью элементов матрицы смешивания [55].

Уровни кваркония можно поделить на уровни, лежащие выше и ни-

же порога рождения мезонов с открытым ароматом (с открытыми “чар-

мом” в случае чармония или “прелестью” в случае боттомония). Различие

между этими уровнями заключается в том, что первые распадаются, в

частности, на пару D и D̄ мезонов в случае чармония или B и B̄ мезо-

нов в случае боттомония и имеют довольно большие ширины распада,

а для вторых этот распад невозможен и их ширины примерно в тысячу

раз меньше и обусловлены в основном аннигиляцией пары cc̄ или bb̄ в

глюоны.

Исследование системы тяжелых кварка (Q) и антикварка (Q̄) пред-

ставляет значительный интерес в связи с нерелятивистским характером

движения кварков в кварконии. Например, средняя скорость v кварков

в боттомонии такова, что параметр v2/c2, описывающий релятивистские

эффекты, оказывается порядка 0.06, поэтому осложнения, вызванные ре-

лятивизмом при рассмотрении динамики кварков, в боттомонии в зна-

чительной мере ослаблены, и эта система является уникальной “лабора-

торией”, позволяющей изучать сильное взаимодействие между кварком

и антикварком практически в чистом виде. Следует отметить, что в чар-

монии этот параметр v2/c2 ≈ 0.20÷ 0.25, т.е. релятивистские эффекты в

этой системе более существенны. В адронах, содержащих легкие кварки,

v2/c2 ∼ 1, что означает, что нерелятивистское описание подобных си-

стем физически неоправдано. Аннигиляция Q- и Q̄-кварков в узких ре-
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зонансах проиходит на расстояниях порядка комптоновской длины вол-

ны кварка 1/mQ, что составляет 1/mb ≈ 0.4 · 10−14 см для боттомония

и 1/mc ≈ 1.2 · 10−13 см для чармония. Эти расстояния лежат в области

асимптотической свободы КХД, и поэтому для ряда величин, характери-

зующих аннигиляцию, например для относительной вероятности распа-

да кваркония на жесткий γ-квант и адроны, можно получить очень опре-

деленные предсказания в терминах αs константы связи КХД. Измерение

этих величин на опыте является, тем самым, одним из наилучших спосо-

бов экспериментального определения значения αs. Наконец, продуктами

аннигиляции кваркониев являются всевозможные адронные состояния.

Поэтому изучение продуктов распада уровней кваркония представляет

значительный интерес для других задач адронной физики – для поис-

ка новых резонансов, в том числе глюболов, различных экзотических

состояний и, в целом, для изучения динамики адронов.

Настоящая диссертация посвящена анализу многочастичных распа-

дов тяжелых кваркониев и Z0-бозона в рамках стандартной модели. Дис-

сертация состоит из введения, трех глав, заключения, четырех приложе-

ний и списка литературы.

В первой главе рассматривается четырехчастичный распад тяжелого

ортокваркония n3S1(QQ̄) → qq̄gg в кварк-антикварковую пару и два

глюона в рамках квантовой хромодинамики [64, 65, 66]. При учете масс

конечных кварков получены и проанализированы кварковые и глюонные

функции распределения.
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Вторая глава посвящена трехчастичным распадам тяжелого пара-

кваркония в три глюона n1S0(QQ̄) → 3g и в кварк-антикварковую пару

и глюон n1S0(QQ̄) → qq̄g в рамках квантовой хромодинамики [67, ?, 68].

Вычислены дифференциальные вероятности распадов, а также точные

выражения для полных ширин распадов с учетом обрезания по углам

разлета и энергиям конечных частиц (для кварк-глюонного распада –

в пределе безмассовых конечных кварков). Получено полная вероят-

ность кварк-глюонного распада при учете масс родившихся кварков.

Проводится сравнение с экспериментальными данными по распаду S-

волнового парачармония – ηc-мезона.

В третьей главе изучается четырехчастичный распад Z0-бозона в пару

фермион-антифермион и два фотона Z0 → ff̄γγ в рамках электросла-

бой теории [69, 70]. Получена функция распределения по инвариантным

массам фермионной и фотонной пар. Проводится сравнение теоретиче-

ски рассчитанного распределения с экспериментальным распределением

событий подобного типа от распада Z-бозона на LEP.
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Глава I

Четырехчастичные распады тяжелого
ортокваркония

1 Введение

Тяжелым кварконием называется связанная система из совпадающих
по аромату кварка и антикварка. В настоящее время известны два се-
мейства подобных систем – чармонии и боттомонии. Чармонии и ботто-
монии состоят из пар очарованных и прелестных кварка и антикварка
соответственно и классифицируются по аналогии с позитронием, свя-
занной электрон-позитронной парой. Каждый уровень характеризуется
суммарным спином кварка и антикварка S (~S = ~sQ + ~sQ̄), орбитальным
моментом количества движения кварков L, полным моментом (спином
резонанса) J ( ~J = ~L + ~S) и главным квантовым числом n, определя-
ющим номер радиального возбуждения (радиальная волновая функция
такого состояния имеет n − 1 ноль). Символ вида n2S+1LJ(Q̄Q) пред-
ставляет из себя компактную запись перечисленных выше величин для
состояния кваркония, образованного из кварк-антикварковой пары аро-
мата Q. Суммарный спин S может принимать только два значения S = 0
(парасостояние) и S = 1 (ортосостояние). Значения L и S определяют
пространственную P и зарядовую C четности состояния: P = (−1)L+1 и
C = (−1)L+S.

Порождаемые в e+e− аннигиляции через виртуальный фотон ψ(nS)-
и Υ(nS)-мезоны представляют из себя связанные состояния тяжелых c-
и b-кварков, имеющие квантовые числа фотона JPC = 1−−, и являются
3S1-состояниями – орбитально невозбужденными (L = 0) орточармони-
ем и ортоботтомонием. Поэтому они непосредственно наблюдаются как
резонансы в сечении e+e−-аннигиляции. В связи с этим, ψ(nS)- и Υ(nS)-
мезоны являются экспериментально наиболее хорошо изученными состо-
яниями чармония и боттомония.

В 1994 г. экспериментально [16, 17, 18, 19] был обнаружен сверхтяже-
лый t-кварк (mt = 175, 6±5, 5 ГэВ [53]). К сожалению, этот кварк не мо-
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жет образовать связанного состояния со своим антипартнером – топония,
поскольку из-за такой большой массы время его распада за счет слабых
взаимодействий меньше времени формирования связанного состояния,
что экспериментально проявляется в отсутствии резонансных пиков в
сечении e+e− аннигиляции на пороге рождения t̄t пары. Как следствие,
в физике частиц появилась возможность изучать распады свободного
кварка. Поэтому интенсивно изучаемые с середины семидесятых годов
семейства чармония и боттомония и по сей день остаются единственными
известными системами кваркониев.

Изучение распадов кваркониев и процессов, в которых они рождают-
ся, позволяет не только определить свойства этих частиц, но и выявить
природу и механизмы, обусловливающие эти реакции. В данной главе
рассматриваются и анализируются некоторые аннигиляционные распа-
ды тяжелых ортокваркониев.

Часть аннигиляционных распадов тяжелых кваркониев обусловлена
механизмом рождения одиночного виртуального фотона в промежуточ-
ном состоянии с дальнейшим его превращением либо в лептонную пару
`+`− (` = e, µ, τ ), либо в кварковую пару q̄q (q = u, d, s для чармония
и q = u, d, s, c для боттомония). Этот процесс описывается диаграммой,
изображенной на рис. (1.1).
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Суммарная ширина и относительная вероятность распада, обусловлен-
ные этим механизмом, составляют

Γ1γ = Γµµ(R + 3), B1γ = Bµµ(R + 3), (1.2)

R =
σ(e+e− → адроны)

σ(e+e− → µ+µ−)
, (1.3)
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где отношение R (1.3) фактически измеряется в непосредственной близо-
сти с резонансом, т. е. при полной энергии e+e− пары, практически рав-
ной массе порождаемого кваркония. Экспериментальные значения отно-
сительных вероятностей однофотонной аннигиляции как для чармония,
так и для боттомония равны B1γ ≈ 17%. Отметим также, что все ха-
рактеристики событий с таким маханизмом распада кваркония идентич-
ны характеристикам событий в континууме. В частности, образованная
однофотонным механизмом адронная мода распада должна проявлять
известную двухструйную структуру.

Основная доля (∼ 80%) аннигиляционных распадов кваркония при-
ходится на аннигиляцию в адроны, обусловленную взаимодействием об-
разующих мезон тяжелых кварков с глюонами. Из-за большой массы
тяжелого кварка аннигиляция происходит на малых расстояниях и мо-
жет быть рассмотрена в теории возмущений КХД [71, 72, 73]. В теории
возмущений состояния Q̄Q с квантовыми числами JPC = 1−− аннигили-
руют в три глюона n3S1 → 3g, в соответствии с диаграммами, одна из
которых изображена на рис. (1.4),
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а пять других получаются из нее попарными перестановками глюонных
линий. Для ширины такого распада имеет место формула

Γ3g = Γee
10

81π

π2 − 9

Q2

α3
s(mQ)

α2 . (1.5)

Если в диаграмме на рис. (1.4) заменить один из глюонов на фотон,
то получится диаграмма, отвечающая распаду 3S1-состояния на жесткий
фотон, часто называемый прямым фотоном, и адроны, т. е. n3S1 → γgg.
Отношение ширин определяется формулой [74]
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Γγgg = Γ3g
36

5
Q2 α

αs(mQ)
. (1.6)

Относительный вклад этого процесса составляет не более 5% в полную
ширину распада соответствующего кваркония.

Знание основных каналов распада позволяет, в частности, извлекать
информацию о константе сильного взаимодействия αs(mQ) на масштабе
массы тяжелого кварка mQ. Действительно, ширина распада в три глюо-
на ∼ α3

s (1.5), поэтому, зная экспериментальное значение этой величины,
равное

Γ3g

Γµµ
=

1

Bµµ
−
R + 3 +

Γγgg

Γµµ

 (1.7)

легко вычислить, используя (1.5), значение αs(mQ). Однако использова-
ние выражений для основных мод распада (1.2), (1.3), (1.5), (1.6) только
в главном приближении несколько искажает значение αs(mQ), посколь-
ку существенными оказываются вклады как радиационных поправок за
счет сильных взаимодействий, так и непертурбативных эффектов.

Вклад, обусловленный радиационными поправками сильных взаимо-
действий к основному (трехглюонному) каналу распада, был впервые
вычислен исключительно для Υ-мезона [75]. Позднее было получено и
общее выражение для полной адронной вероятности распада кваркония,
образованного кварками произвольного аромата [76, 62]

Γhad = Γ3g

(
1 +

αs

π
(−9.46(2)CF + 4.13(17)CA − 1.161(2)nf)

)

+ ΓeeR

(
1− 13

4

αs

π
CF

)
, (1.8)

где Γ3g и Γee – значения трехглюонной и электронной ширин распада
кваркония в древесном приближении, CF = (N 2

c − 1)/(2Nc) и CA = Nc

– значения оператора Казимира в фундаментальном и присоединенном
представлениях цветной группы SU(Nc), nf – число ароматов родивших-
ся кварков. Численные оценки показывают, что величина радиационных
поправок более существенна для орточармония. Это связано с тем, что
αs(mc) превышает αs(mb), что и определяет величину поправки. Также
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был оценен и вклад непертурбативных эффектов в вероятности распадов
различных состояний кваркониев [77]. В частности, поправка к форму-
ле (1.5) для основного 1 3S3-состояния выглядит следующим образом:

δ(Γ3g/Γee)

Γ3g/Γee
= −4, 0

π2 〈αs(F
a
µν)

2〉
29 9 (π2 − 9)αs(mQ) [(2/3)mαs(r−1)]4

. (1.9)

Опять же, как и в случае радиационных поправок, величина этого вклада
больше для орточармония, чем для ортоботтомония. Учет вкладов (1.8)
и (1.9) корректирует численное значение αs(mc) и αs(mb), пересчет ко-
торых согласно уравнениям ренормализационной группы на масштаб
массы Z-бозона позволяет получить значение αs(mZ), близкое к непо-
средственно извлекаемому из экспериментов на e+e− пучках в области
Z-резонанса [33].

Помимо определения αs(mQ) проверить предсказания стандартной
модели можно посредством изучения редких распадов ортокваркониев.
К их числу можно отнести четырехструйные распады, определяемые на
партонном уровне распадами n3S1(Q̄Q) → 4g, диаграммы которого (без
учета перестановок глюонных линий) приведены на рис. (1.10) и (1.11),
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и n3S1(Q̄Q) → q̄qgg, диаграмма которого (опять же без учета переста-
новок как виртуальной, так и реальных глюонных линий) приведена на
рис. (1.12),
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где под q̄q понимается пара легких ūu- или d̄d-кварков. Проявление четы-
рехструйной структуры возможно только в случае разлета родившихся
частиц, каждая из которых образует струю адронов, под относительно
большим углом по отношению ко всем остальным. Все остальные по-
добного типа события, не удовлетворяющие указанному выше условию,
будут эффективно восприниматься как трехструйные события, образуя
поправку к основному трехглюонному распаду. К сожалению, экспери-
ментальное наблюдение четырехструйных событий затруднено малостью
относительных энергий партонов в четырехчастичных распадах J/ψ- и
Υ-мезонов. В случае рождения относительно тяжелых кварков (q = s
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для орточармония и q = s, c для ортоботтомония) возможно проявле-
ние распадов 3S1 → γ∗ → q̄q и 3S1 → q̄qgg в качестве малочастичных
распадов с рождением мезонов, содержащих кварки с ароматом q. Изу-
чение распадов чармония с образованием странных мезонов и боттомо-
ния с рождением странных и очарованных мезонов позволяют проверить
предсказания стандартной модели для редких сильных распадов, поэто-
му исследование четырехчастичных сильных распадов ортокваркония
представляет несомненный интерес.

Детальный анализ процессов n3S1(Q̄Q) → 4g и n3S1(Q̄Q) → q̄qgg

был произведен с использованием численных методов в работе [78]. В
частности, был оценен относительный вклад каждой из этих мод рас-
пада в процесс n3S1(Q̄Q) → 4 струи, исследована важность вклада от
диаграмм, содержащих трехглюонную вершину, приведены численные
оценки для четырехструйной конфигурации в зависимости от парамет-
ра обрезания mcut по инвариантным массам конечных частиц. Помимо
полной ширины конфигурационные свойства родившихся частиц в мно-
гочастичном распаде можно характеризовать такими параметрами, как
траст [79], сферичность [80], некомпланарность [81, 82, 83]. В частности,
анализ некомпланарности четырехструйных событий [84] в сильных рас-
падах тяжелого ортокваркония показал наличие существенной неком-
планарности родившихся частиц за счет наличия трехглюонной верши-
ны в КХД. Оценка для некомпланарности D [82, 83] четырехчастичных
распадов ортокваркония равна < D >= (4.45 + 0.153nf)αs/π [84], где
nf – число возможных ароматов родившихся кварков, что указывает на
явную некомпланарность родившихся частиц в этих процессах. Угловые
кореляции четырехструйных событий по отношению к осям сталкива-
ющихся электронных и позитронных пучков в области резонанса квар-
кония были исследованы в работе [85]. Во всех этих работах расчеты
производились в пределе безмассовых родившихся кварков, и влияние
этих масс на вероятность четырехчастичного распада ортокваркония ти-
па n3S1(Q̄Q) → q̄qgg выяснено не было.
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2 Амплитуда процесса n3S1(Q̄Q) → q̄qgg.

Распад тяжелого кваркония на кварк-антикварковую пару и два глю-
она 3S1(QQ̄) → qq̄gg возникает в четвертом порядке по константе силь-
ного взаимодействия ∼ α4

s в теории возмущений КХД. Амплитуда этого
процесса определяется набором из шести фейнмановских диаграмм, од-
на из которых изображена на рис. (1.12), а пять остальных получаются
посредством перестановок глюонных линий. Пренебрегая импульсом от-
носительного движения кварка и антикварка, амплитуда процесса может
быть записана в виде [64]:

Mab
αβ(

3S1 → q̄qgg) =
dabc(T c)αβ

4
√
N c

g4
stψ(0)

4
√
ε1ε2ω1ω2

Jµjµ
p2(pk)(Pk1)(Pk2)

, (1.13)

Jµ = ūQ(−P/2){ê2(− P̂ /2 + k̂2 +m)γµ(P̂ /2− k̂1 +m)ê1

× ((k1 + k2)p) + . . . }uQ(P/2), (1.14)
jµ = ūq(p1)γµuq(−p2), (1.15)

где dabc (a, b, c = 1, 2, . . ., N 2
c − 1) – симметричная константа группы

SU(Nc), T c – генераторы этой группы (алгебра группы SU(Nc) при-
ведена в Приложении А), ψ(~r) – нерелятивистская волновая функция
кваркония в координатном представлении, gst – цветовой заряд, eiµ –
четырехмерный вектор поляризации i-го глюона, P – четырехмерный
импульс кваркония, p1 = (ε1, ~p1) и p2 = (ε2, ~p2) – четырехмерные им-
пульсы конечных кварка и антикварка, ki = (ωi, ~ki) – четырехмерные
импульсы глюонов (i = 1, 2), p = p1 + p2, k = k1 + k2, m – масса кварка
в кварконии, uQ, uq – биспиноры начального и конечного кварков. Мно-
готочие в уравнении (1.14) указывает на наличие членов, отличающихся
от записанного пятью перестановками следующих пар: (ê1; k1), (ê2; k2),
(γµ; p).

Существенно более компактное выражение для амплитуды этого про-
цесса получается в случае физической (трехмерно поперечной) калибров-
ки глюонов [65, 66], т. е. ei0 = 0 и (~ei

~ki) = 0, в системе покоя кваркония
Pµ = (2m,~0), рассматриваемого в пределе статических кварков:
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Mab
αβ(

3S1 → q̄qgg) =
g4

stψ(0)

4m2p2
√

16ε1ε2ω1ω2

dabc(T c)αβ

4
√
Nc

(wT
Q̄σ2~σwQ)

× {(~f+
1
~f+
2 )~j− + (~f−1

~f−2 )~j+ + (~f+
1
~j+)~f−2

+ (~f−1 ~j
−)~f+

2 + (~f+
2
~j+)~f−1 + (~f−2 ~j

−)~f+
1 (1.16)

+ 4

[(
1 + ρ

p0

2m
~j

)
− ρ

~p

2m
j0

]
(~e1~e2)

+ ij0(1 + ρ) ([~f+
1 × ~f−2 ]− [~f−1 × ~f+

2 ])}.

Здесь ~f±` = ~e`± i[~n`×~e`], ~n` = ~k`/ω` – единичный вектор в направлении
вылета `-го глюона, j0 и ~j – временная и пространственная компоненты
кваркового тока (1.15), ρ = 4m2/(p2 − 2mp0); ~j± ≡ ~j ± (iρ/2m)[~p×~j].

Записанное в виде (1.16), выражение для амплитуды легко поддается
проверке. Если кварковый ток jµ = (j0,~j) заменить на вектор поляри-
зации глюона также в физической калибровке e3µ = (0, ~e3) (содержит
только поперечные к импульсу ~k3 поляризации), то с точностью до мно-
жителя (ip2√2ε1ε2/(T

c)αβgst
√
ω3) воспроизведется известное выражение

для амплитуды основного (трехглюонного) распада ортокваркония в фи-
зической калибровке глюонов [86]:

Mabc(3S1 → 3g) =
ig3

stψ(0)

4m2
√

8ω1ω2ω3

dabc

4
√
N c

(wT
Q̄σ2~σwQ)

×
∑
cicl

{(~f+
1

a ~f+
2

b)~f−3
c + (~f−1

a ~f−2
b)~f+

3
c}. (1.17)

Выражение для амплитуды трехглюонного распада кваркония (1.17) мо-
жет быть получено из амплитуды трехфотонного распада ортопозитро-
ния 3S1(e

+e−) → 3γ [87] после замены массы me и заряда e электрона на
массу тяжелого кварка m и на цветовой заряд gst, а также домножив на
цветовой фактор dabc/4

√
N c.

Следует заметить, что распад кваркония 3S1(Q̄Q) → q̄qgg имеет элек-
тромагнитный аналог, а именно, в КЭД возможен процесс аннигиляции
мюония (связанной µ+µ− пары) в электрон-позитронною пару и два фо-
тона 3S1(µ

+µ−) → e+e−γγ, который также будет описываться набором
из шести диаграмм типа (1.12).
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3 Дифференциальная вероятность распада

Соответствующая (1.13)–(1.15) дифференциальная вероятность, ус-
редненная по трем спиновым состояниям кваркония и просуммирован-
ная по поляризациям и цветам конечных частиц имеет следующий вид:

dW =
CFBF

24π4

α4
s | ψ(0) |2 QµνGµν

[p2(kp)(Pk1)(Pk2)]
2 δ(4)(P − p− k)

d~p1d~p2d~k1d~k2

ε1ε2ω1ω2
, (1.18)

где в КХД с цветной SU(3) группой константы CF = 4/3 и BF = 5/12 в
соответствии с Приложением А, αs = g2

st/4π – константа сильного взаи-
модействия,

Qµν =
1

4

∑
pol

jµj
∗
ν = p1µp2ν + p1νp2µ −

p2

2
gµν, (1.19)

Gµν =
1

8m2

∑
pol

JµJ
∗
ν = (p2gµν − pµpν)

{
(k1k2)

2
[(4m2 − k2)2

8m2 − p2
]

+ (pk1)(pk2)
[
2(k1k2)−

(pk1)(pk2)

2m2

]}
(1.20)

− (4m2 − k2)lµlν − (k1k2)
2(T 11

µν + T 22
µν)

− 1

2
(4m2 − k2)

[
(k1k2) +

(Pk1)(Pk2)

2m2

]
T 12

µν ,

включающий следующие четырехмерные тензора:

lµ = (pk1)k2µ − (pk2)k1µ, (1.21)
T ij

µν = 2(pki)(pkj)gµν + p2(kiµkjν + kjµkiν) (1.22)
− (pki)(pµkjν + pνkjµ)− (pkj)(pµkiν + pνkiµ).

Полученные выражения для Qµν (1.19) и Gµν (1.20) по своей структуре
совпадают с тензорами Lµν и Hµν из работы [88].

Приведенное выше выражение для вероятности распада (1.18) имеет
явно ковариантный вид. Однако, для численного анализа выражение,
записанное в таком виде не очень удобно. Квадрат матричного элемента
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этого распада, пригодный для численного анализа, приводится в рабо-
те [78]:

1

3

∑
pol,col

|M|2 = CFBF
8|ψ(0)|2

D2 {−
∑
Ci

jk (m2
q̄q)

i (p1k1)
j (p2k2)

k}, (1.23)

где m2
q̄q = p2 = (p1 + p2)

2 – инвариантная масса кварк-антикварковой
пары, Ci

jk – набор коэффициентов, являющихся функциями ω1, ω2 и ε1,
D = m2

q̄qω1ω2(m
2
q̄q − 2mε), где ε = 2m − ω1 − ω2 – суммарная энер-

гия кварк-антикварковой пары в системе покоя кваркония. В работе [78]
коэффициенты Ci

jk найдены в пределе безмассовых конечных кварков.
Ниже приведены поправки, обусловленные массой родившихся кварков
mq:

∆C0
00 = −16m2

q(m− ω1)
2(m− ω2)

2,

∆C1
00 = −4m2

q(m− ε)(6m2 − 10mε+ 4ε2 − 7ω1ω2),

∆C2
00 = −m2

q

{
2(m− ε)(5m− 3ε)− ω1ω2

m
(4m+ ε)

}
, (1.24)

∆C3
00 = −1

4
m2

q

(
6m− 4ε+

ω1ω2

m

)
,

∆C4
00 = − 1

16
m2

q.

Как и в случае амплитуды, критерием правильности выражения для
дифференциальной вероятности (1.18) является возможность воспроиз-
вести известное выражение для дифференциальной вероятности трех-
глюонного распада кваркония [71, 73, 86]. С точностью до множителя
это выражение можно получить, свернув тензор Gµν (1.20) с матрицей
плотности глюона ρµν = −gµν.
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4 Кварковые и глюонные функции распределения

Интегрируя выражение (1.18) по импульсам кварка и антикварка в
системе покоя кваркония, получается следующее распределение вероят-
ностей распада по энергиям xi = ωi/m глюонов и углу разлета между
ними ϑg:

d3Γ

dx1dx2d cosϑg
= CFBF

α4
s|ψ(0)|2

144πm2

Fg

ηgξ2
g

1 +
2µ2

ηg


√√√√√1− 4µ2

ηg
, (1.25)

Fg = 8x1x2[12(1 + cos2 ϑg)− 8(x1 + x2)(1− cosϑg + cos2 ϑg)

+ 4(1− cosϑg)[2(x1 + x2)
2 − x1x2(1− cosϑg − cos2 ϑg)]

− 8x1x2(x1 + x2)(1− cos2 ϑg) + x2
1x

2
2(1− cosϑg)

3(3− cosϑg)],

ηg = (P − k)2/m2 = 4(1− x1 − x2) + 2x1x2(1− cosϑg),

ξg = ((Pk)− k2)/m2 = 2(x1 + x2)− 2x1x2(1− cosϑg),

где µ = mq/m – отношение масс конечного и начального кварков, P =
(2m,~0) – 4-импульс кваркония в его системе покоя.

Интеграл по импульсам глюонов от выражения Gµν (1.20) приводит
к результату:

Fµν ≡
∫ Gµν

(Pk1)2(Pk2)2 δ
(4)(k − k1 − k2)

~dk1 ~dk2

ω1ω2

=
π

2zv4

{
− f1

(
gµν −

pµpν

p2

)
+ f2

qµqν
p2m4

}
, (1.26)

где

qµ = p2Pµ − (Pp)pµ,

fi = gi + hi
1− v2

2v
ln

1 + v

1− v
,

g1 = v2z[− v8z4 + 4v6z2(z2 + 1)− 2v4(3z4 − 8z3 + 14z2 − 24z + 32)

+ 4v2(x4 − 8z3 + 19z2 − 24z + 32)− z(z3 − 16z2 + 52z − 48)],

h1 = v2z[− v8z4 + 2v6z2(3z2 + 2)− 4v4(2z4 − 4z3 − 3z2 − 12z + 16)

+ 2v2(z4 − 2z2 − 32) + z(z3 − 16z2 + 52z − 48)],

g2 = −v8z3 + 20v6z + 2v4(3z3 − 24z2 + 2z − 8)
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− 4v2(2z3 − 24z2 + 45z − 24) + 3(z3 − 16z2 + 52z − 48),

h2 = −v8z3 + 2v6z(z2 + 10)− 4v4(z3 − 4z2 + z + 4)

+ 2v2z(3z2 − 32z + 38)− 3(z3 − 16z2 + 52z − 48),

z =
(Pk)

2m2 , v =

√√√√√1− 4m2k2

(Pk)2 .

В этом выражении z и v – относительная энергия глюонной пары и ско-
рость точки центра масс этой пары в системе покоя кваркония.

Используя (1.18), (1.19) и (1.26), можно получить функцию распреде-
ления вероятностей по энергиям кварков yi = εi/m и углу разлета между
ними ϑq в системе покоя кваркония:

d3Γ

dy1dy2d cosϑq
= CFBF

α4
s|ψ(0)|2

144πm2

Fq

η2
qξ

2
q

√
(y2

1 − µ2)(y2
2 − µ2), (1.27)

Fq =
12

π

FµνQµν

m2 =
6

zv4 [f1(ηq + 2µ2) + 2f2ηq(4y1y2 − ηq)],

ηq = p2/m2 = 2[µ2 + y1y2 − cosϑg

√
(y2

1 − µ2)(y2
2 − µ2)],

ξq = ((Pp)− p2)/m2 = 2(y1 + y2)− ηq,

z = 2− y1 − y2, v =

√
(y1 + y2)2 − ηq

z
,

Для дальнейшего анализа удобно ввести нормированные функции рас-
пределения, связанные с выраженями (1.25) и (1.27) следующими соот-
ношениями:

fg(x1, x2, cosϑg) =
1

αsΓ3g

d3Γ

dx1dx2d cosϑg
,

fq(y1, y2, cosϑq) =
1

αsΓ3g

d3Γ

dy1dy2d cosϑq
, (1.28)

Γ3g = CFBF
8(π2 − 9)

9

α3
s|ψ(0)|2

m2 ,

где Γ3g – вероятность трехглюонного распада ортокваркония.
Анализ кварковой функции распределения fq показывает, что вероят-

ность рождения легкой q̄q-пары и двух глюонов существенно возрастает
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с уменьшением угла разлета между кварками. Этот коллинеарный эф-
фект имеет простую природу – уменьшение знаменателя в пропагаторе
виртуального глюона с уменьшением угла разлета между легкими квар-
ками. При этом величина знаменателя существенно зависит от отноше-
ния масс конечных и начальных кварков. На рис. 1, в качестве примера,
представлена функция распределения кварков fq в зависимости от их уг-
ла разлета ϑq и относительной массы µ при y1 = y2 = y = 0.4. Из рисунка
видно, что эффект коллинеаризации кварков становится существенным
только при µ ≤ 0.15 и ϑq ≤ 30◦.

Принимая во внимание массы конечных кварков, можно сделать вы-
вод, что эффект коллинеаризации кварков наблюдается во всех кварк-
глюонных распадах орточармония. В распадах же ортоботтомония эф-
фект коллинеаризации наблюдается только при рождении ūu-, d̄d- и s̄s-
пар, но отсутствует при рождении более тяжелой c̄c-пары из-за доста-
точно большого отношения масс µ = mc/mb ∼ 0.3 (на рис. 2 при малых
углах наблюдается пик, а на рис. 3 он отсутствует). При y ≥ 0.6 об-
ласть малых углов становится кинематически запрещенной, и эффект
коллинеаризации вообще не наблюдается.

В случае рождения жесткой (y ≥ 0.8) q̄q-пары с большим углом раз-
лета энергия двух сопутствующих глюонов – мала, и можно видеть уси-
ление вероятности распада в этом случае (см. кварковые кривые (c) на
рис. 2 и 3).

Анализ показывает, что в противоположность функции распределе-
ния кварков fq в функции распределения глюонов не наблюдается эф-
фекта коллинеарного усиления. Усиление есть только при рождении лег-
ких кварков, сопутствующих рождению пары жестких глюонов (см. глю-
онную кривую (c) на рис. 2).

Из рис. 3 видно, что наблюдение четырехструйных событий наиболее
вероятно в процессе 3S1(b̄b) → c̄cgg, коллинеарное усиление в котором
полностью отсутствует. Как кварковые, так и глюонные струи в этом
распаде разлетаются практически изотропно во всем интервале разре-
шенных углов. Во всех остальных распадах кваркониев эксперименталь-
ное разрешение кварковых струй значительно затруднено малостью угла
разлета между родившимися кварками (узость коллинеарных пиков на
рис. 2 и 3).
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Рис. 1: Функция распределения кварков fq как функция угла разлета кварков ϑq и
отношения масс µ при y1 = y2 = y = 0.4.
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Глава II

Трехчастичные распады тяжелых паракваркониев

1 Введение

В отличие от ортокваркония, напрямую порождаемого во встречных
e+e− пучках, экспериментальное наблюдение паракваркониев в невоз-
бужденном по орбитальному моменту (L = 0) состоянии затруднено
малостью относительной вероятности магнитодипольных (M1) радиа-
ционных переходов n3S1 → n1S0 + γ, в которых они образуются. Экс-
периментально в спектре чармония обнаружены два состояния пара-
кваркония: ηc(1S) и ηc(2S) с массами mηc(1S) = 2979.8 ± 2.1 МэВ [33]
и mηc(2S) = 3594.0 ± 5.0 МэВ [33]. Подобные состояния паракваркония
в спектре боттомония ηb пока экспериментально не обнаружены. Как
указывалось ранее, сверхтяжелый t-кварк и соответствующий ему ан-
типартнер вообще не высвечивают спектра связанных состояний из-за
малости времени жизни каждого.

Такая скудность экспериментальных данных значительно затрудня-
ет проверку теоретических предсказаний для свойств S-волнового па-
ракваркония. Однако теоретические расчеты распадов паракваркония
намного проще расчетов распадов ортокваркония, поскольку основным
сильным каналом распада паракваркония является двухчастичный, в то
время как для ортокваркония – трехчастичный. На партонном уровне
большинству адронных распадов паракваркония соответствует двухглю-
онный распад n1S0 → gg, диаграмма которого (без учета перестановок
глюонов) изображена на рис. (2.1).
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Вероятность двухглюонного распада легко вычисляется и имеет следу-
ющий вид:

Γ2g = CF
2πα2

s|ψ(0)|2

m2 , (2.2)

где CF = (N 2
c − 1)/(2Nc) – значение оператора Казимира в фунда-

ментальном представлении цветовой группы SU(Nc), ψ(~r) – нереляти-
вистская волновая функция кваркония в координатном представлении,
m – масса составляющих кварконий кварка и антикварка. Следует за-
метить, что электромагнитный (двухфотонный) распад паракваркония,
который изображается той же диаграммой (рис. (2.1)), что и двухглю-
онный, согласно теоретическим оценкам, подавлен по отношению к ос-
новному (двухглюонному) распаду для ηc(1S)-мезона в 4 ·10−4 раз и для
ηb(1S) в 3 · 10−5 раз и выступает в качестве редкого распада. Экспери-
ментально двухфотонный распад наблюдался с относительной вероятно-
стью Br(ηc(1S) → γγ) = (3.0± 1.2) · 10−4 [33], что хорошо согласуется с
теоретически предсказываемым значением.

Следует отметить, что в силу достаточно большого значения констан-
ты сильных взаимодействий в распадах чармония αs(mc) ≈ 0.22 и ботто-
мония αs(mb) ≈ 0.17 существенный вклад в вероятность двухглюонного
распада дают сильные радиационные поправки. Эти поправки были вы-
числены в конце 70-х годов [89, 90, 91, 92] в рамках КХД в следующем
за главным порядке теории возмущений в пределе v → 0, где v – отно-
сительная скорость кварка в кварконии, и имеют следующий вид:

Γ2jets = Γ2g

1 +

π2

2v
+
π2

4
− 5

 CF +

199

18
− 13π2

24

 CA −
8

9
nf

 αs

π

 ,
(2.3)

где Γ2g – вероятность двухглюонного распада (2.2) в древесном прибли-
жении, CA = Nc – значение оператора Казимира в присоединенном пред-
ставлении цветовой группы SU(Nc), nf – число кварковых ароматов. Эти
радиационные поправки включают в себя не только вклады, обусловлен-
ные однопетлевыми диаграммами, но также вклады от реальных трех-
частичных распадов – трехглюонного и кварк-глюонного, изображаемых
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диаграммами на рис. (2.4)-(2.6) и имеющих тот же порядок малости по
константе сильного взаимодействия αs.
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(2.6)

При определенных условиях эти процессы можно наблюдать и непосред-
ственно на эксперименте. Возможность их наблюдения, а также их ха-
рактерные свойства интенсивно изучаются. Были вычислены такие ха-
рактеристики, как полная вероятность распада [93, 89, 90], сферичность
и несколько первых трастовых моментов [94]. Было полученно точное
выражение для функций распределения по трасту [91] в трехчастичных
распадах паракваркония. Функции распределения по углам разлета и
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энергиям родившихся частиц в трехглюонном распаде тяжелого пара-
кваркония были исследованы в работе [95].

Если вероятность основного (двухглюонного) распада паракваркония (2.2)
является конечной, то вероятности трехчастичных распадов 1S0(Q̄Q) →
3g и 1S0(Q̄Q) → q̄qg, в последнем в пределе безмассовых конечных квар-
ков mq → 0, содержат расходимости. Однако эти расходимости явно
не проявляются, поскольку родившиеся частицы (кварки и глюоны) не
наблюдаются в свободном состоянии, а образуют адроны – связанные
кварковые состояния. Поэтому в выражения для вероятностей этих рас-
падов необходимо ввести дополнительные параметры, эффективно учи-
тывающие процесс адронизации и устраняющие эти расходимости. В ка-
честве таких параметров могут выступать, например, параметры обре-
зания энергий родившихся частиц ε и углов разлета между ними δ [96],
что представляет простейшую модель адронной струи в виде конуса с
углом полураствора δ. Трехчастичные распады с рождением либо од-
ной мягкой частицы, либо с углом разлета между какой-либо парой ча-
стиц, меньшим δ, экспериментально неотличимы от двухчастичных. Та-
кие процессы необходимо учитывать вместе с сильными однопетлевыми
поправками к двухглюонному распаду. Их совместный учет делает вы-
ражение для двухструйного распада (2.3) конечным благодаря сокраще-
нию виртуальных расходимостей реальными в соответствии с теоремой
Киношиты-Ли-Науенберга [97, 98].

Особый интерес представляет трехчастичный кварк-глюонный распад
паракваркония 1S0(Q̄Q) → q̄qg. В отличие от глюонов все кварки имеют
отличную от нуля массу mq 6= 0, что делает вероятность трехчастич-
ного кварк-глюонного распада паракваркония конечной. В этом случае
масса родившегося кварка mq выступает в качестве естественного па-
раметра обрезания. Во всех работах, где этот процесс анализировался,
массой родившихся кварков пренебрегали. Однако следует заметить, что,
например, влияние масс родившихся c-кварков на вероятность распада
ортоботтомония на c̄c-пару и два глюона 3S1(Q̄Q) → c̄cgg оказалось су-
щественным, полностью удалив не только коллинеарную расходимость,
но и коллинеарное усиление [64, 65, 66]. Не исключена возможность столь
сильного влияния масс родившихся кварков mq и на распады параквар-
кония.
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2 Амплитуды трехчастичных распадов
паракваркония

2.1 Трехглюонный распад

Амплитуда распада n1S0(Q̄Q) → 3g наиболее простой вид имеет в
случае использования физической (трехмерно-поперечной) калибровки
глюонов ea

i0 = 0 и (~ki
~ea
i ) = 0, где i = 1, 2, 3 – порядковый номер глюона и

a = 1, 2, . . . , N 2
c −1 – цветовой индекс, определенный в цветовой SU(Nc)-

группе. В этом случае процесс 1S0(Q̄Q) → 3g описывается диаграммами,
изображенными на рис. (2.4) и (2.5), а также диаграммами, получающи-
мися из указанных выше всевозможными перестановками глюонных ли-
ний. При описании тяжелого кваркония считаем, что образующие квар-
коний кварк и антикварк покоятся (их относительным движением пре-
небрегаем), а также образуют бесцветное состояние. Тогда выражение
для амплитуды имеет следующий вид:

Mabc =
fabc

4
√
Nc

ig3
stψ(0)

4m2√ω1ω2ω3

[
m

m− ω1
+

m

m− ω2
+

m

m− ω3

]
(2.7)

×
(~ea

1 · [~eb
2 × ~ec

3])−
∑
cicl

m− ω1

m
(~ea

1 · [~f b
2 × ~f c

3 ])

 ,
где fabc – структурные константы цветовой группы SU(Nc), gst – цве-
товой заряд, ψ(~r) – нерелятивистская волновая функция кваркония в
координатном представлении, m – масса кварка (или антикварка), обра-
зующего кварконий, ωi – энергия i-го глюона, ~fa

i = [~ni× ~ea
i ], ~ni = ~ki/ωi –

единичный вектор в направлении вылета i-го глюона, ~ea
i – вектор поля-

ризации i-го глюона со цветом a.
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2.2 Кварк-глюонный распад

Распад паракваркония n1S0(Q̄Q) → q̄qg на кварк-антикварковую па-
ру и глюон описывается диаграммой, приведенной на рис. (2.6), а также
диаграммой, получающейся из указанной выше посредством перестанов-
ки линий виртуального и реального глюонов. Амплитуда распада в пре-
деле покоящихся кварков в кварконии наиболее простой вид имеет при
использовании физической (трехмерно-поперечной) калибровки глюона.
В этом случае амплитуда рассматриваемого процесса следующая

Ma
αβ = −(T a)αβ

2
√
N c

g3
stψ(0)

4m
√
ωε1ε2

(~jαβ
~fa)

m− ω
, (2.8)

где T a – генераторы цветовой группы SU(Nc), gst – заряд, характеризу-
ющий сильное взаимодействие, ψ(~r) – нерелятивистская волновая функ-
ция паракваркония в координатном представлении, ω, ε1 и ε2 – энер-
гии глюона, кварка и антикварка соответственно, ~jαβ – пространствен-
ная часть четырехмерного тока (jµ)αβ = (ūα(p1)γµuβ(−p2)) родившейся
кварк-антикварковой пары, ~fa = [~n × ~ea], ~n = ~k/ω – единичный вектор
в направлении вылета глюона, ~ea – вектор поляризации глюона.

Выражение для амплитуды (2.8) не является как релятивистским,
так и калибровочным инвариантом, поскольку оно вычислялось в систе-
ме покоя кваркония при использовании физической калибровки глюона.
Однако имеется возможность представить амплитуду распада тяжелого
паракваркония 1S0 → q̄qg в явном релятивистски и калибровочно инва-
риантном виде:

Ma
αβ = −(T a)αβ

2
√
N c

g3
stψ(0)

2m
√
ωε1ε2

(jαβF̃
aP)

p2 (Pk)
, (2.9)

где F̃ a
µν = εµνρσkρe

a
σ, ea

µ и kµ – четырехмерные вектор поляризации и
волновой вектор глюона, p = p1+p2 – суммарный четырехмерный вектор
энергии-импульса кварка c 4-импульсом p1µ и антикварка с 4-импульсом
p2µ, Pµ ≈ (2m,~0) – четырехмерный импульс паракваркония в его системе
покоя.
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3 Вероятность трехглюонного распада

Дифференциальная вероятность трехглюонного распада тяжелого па-
ракваркония 1S0(Q̄Q) → 3g, просуммированная по поляризациям и цве-
там глюонов в конечном состоянии, имеет следующий вид:

d2Γ

dx1dx2
= CACF

2α3
s|ψ(0)|2

m2

1 +
(1− x1)(1− x2)(1− x3)

x1x2x3

2

(2.10)

× 1 + (1− x1)
4 + (1− x2)

4 + (1− x3)
4

(1− x1)(1− x2)(1− x3)
,

где CF = (N 2
c − 1)/(2Nc) и CA = Nc – значения оператора Казимира

в фундаментальном и присоединенном представлениях цветовой группы
SU(Nc), αs = g2

st/(4π) – константа сильного взаимодействия, xi = ωi/m

– относительная энергия i-го глюона. Выражение для вероятности трех-
глюонного распада тяжелого паракваркония в такой же компактной и
замкнутой форме было получено ранее [95], однако в отличие от (2.10)
оно не содержало множителя (1 +

∑
i(1− xi)

4).
Выражение для дифференциальной вероятности как функции углов

разлета между глюонами можно получить, если учесть связь между
энергиями родившихся глюонов xi и углами разлета между ними θij

(примерная конфигурация трехглюонного распада паракваркония в его
системе покоя приведена на рис. (2.11)).
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JĴ

XXXXXXXy

��
��~k1

~k2

~k3

θ12

θ23
θ31

(2.11)

Исходя из графического определения углов разлета θij в соответствии с
рис. (2.11), получается следующая связь между энергиями глюонов xi и
углами разлета между ними θij:

xi =
cos(θjk/2)

sin(θki/2) sin(θij/2)
. (2.12)
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Два других уравнения получаются из (2.12) циклической перестановкой
индексов. Подстановка уравнения связи (2.12) и двух других, связанных
с ним, в выражение (2.10) позволяет получить искомую функцию рас-
пределения:

d2Γ

dθ12dθ23
= CACF

α3
s|ψ(0)|2

m2

(1 + cos(θ12/2) cos(θ23/2) cos(θ31/2))2

cos(θ12/2) cos(θ23/2) cos(θ31/2)
(2.13)

×
(
1 + ctg4θ12

2
ctg4θ23

2
+ ctg4θ23

2
ctg4θ31

2
+ ctg4θ31

2
ctg4θ12

2

)
,

Дальнейшее интегрирование дифференциальных вероятностей распада (2.10)
или (2.13) тяжелого паракваркония по переменным x1 и x2 или по θ12 и
θ23 дает бесконечность не только после взятия двукратного интеграла, но
и после однократного интегрирования. Это связано с тем, что в каждой
точке на границе области интегрирования (например, в переменных x1 и
x2 областью интегрирования будет 0 ≤ x1 ≤ 1 и 1− x1 ≤ x2 ≤ 1) значе-
ние подинтегральной функции неограниченно возрастает, как следствие
одновременного наличия инфракрасной и коллинеарной расходимостей.

Поведение подобного рода у дифференциальной вероятности распада
паракваркония указывает на преобладание двух возможных конфигура-
ций – 1) близкой к двухчастичной с испусканием мягкого глюона и 2) с
малым углом разлета в какой-либо паре в случае достаточно энергичных
всех трех глюонов.

4 Вероятность кварк-глюонного распада

4.1 Дифференциальная вероятность распада

Дифференциальная вероятность кварк-глюонного распада тяжелого
паракваркония 1S0(Q̄Q) → q̄qg, просуммированная по поляризациям и
цветам кварка, антикварка и глюона в конечном состоянии, может быть
представлена в следующем релятивистски инвариатном виде:

dΓ = CF
α3

s|ψ(0)|2

4π2m2

(P(p1 − p2))
2 + (Pk)2

p2(Pk)2 +
4m2µ2

(p2)2

 (2.14)
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× δ(4)(P − p1 − p2 − k)
d~p1d~p2d~k

ε1ε2ω
,

где CF = (N 2
c − 1)/(2Nc) – значение оператора Казимира в фундамен-

тальном представлении цветовой группы SU(Nc) (в КХД Nc = 3 и
CF = 4/3), αs = g2

st/(4π) – константа связи сильных взаимодействий,
µ = mq/m – относительная масса родившегося кварка. Определение
остальных величин в соответствии с (2.9).

Кинематический анализ трехчастичного распада показывает (см., на-
пример, [99]), что дифференциальная вероятность является функцией
только двух независимых переменных. Наиболее простой вид выраже-
ние для дифференциальной вероятности кварк-глюонного распада пара-
кваркония при учете масс родившихся фермионов принимает в терминах
относительных энергий родившихся частиц:

d2Γ

dy1dy2
= CF

α3
s|ψ(0)|2

2m2

x2 + (y1 − y2)
2

x2(1− x)
+

µ2

(1− x)2

 (2.15)

где x = ω/m, y1 = ε1/m и y2 = ε1/m – относительные энергии глюона,
кварка и антикварка соответственно, удовлетворяющие закону сохране-
ния энергии x+ y1 + y2 = 2.

По аналогии с трехглюонным распадом тяжелого паракваркония мож-
но также получить и дифференциальную вероятность кварк-глюонного
распада как функцию углов разлета между родившимися частицами,
графическое определение которых дается на рис. (2.16).
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Наиболее простой связь между энергиями родившихся частиц и углами
разлета между ними будет для безмассовых конечных кварков:

y1 =
cos(φ1/2)

sin(φ2/2) sin(θ/2)
, y2 =

cos(φ2/2)

sin(φ1/2) sin(θ/2)
, (2.17)
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x =
cos(θ/2)

sin(φ1/2) sin(φ2/2)
.

Подстановка уравнений связи (2.17) в выражение (2.15), взятое при нуле-
вых массах родившихся фермионов µ = 0, позволяет получить искомую
функцию распределения:

dΓ

dφ1dφ2
= CF

α3
s|ψ(0)|2

6m2

sin2 θ + (sinφ1 − sinφ2)
2

sin(φ1/2) sin(φ2/2) sin3(θ/2) sin θ
. (2.18)

Выражение для дифференциальной вероятности (2.18) имеет особенность
при θ → 0, что отражает наличие коллинеарной расходимости в пределе
безмассовых кварков. Действительно, вероятность (2.14) содержит квад-
рат суммарного импульса кварка и антикварка p2 в знаменателе, кото-
рый в безмассовом пределе этих частиц выражается как p2 = 2ε1ε2(1 −
cos θ), и при нулевом угле разлета в родившейся фермионной паре об-
нуляется. Выражение для дифференциальной вероятности (2.18) явно
указывает на наличие этой особенности.

4.2 Полная вероятность кварк-глюонного распада

В отличие от трехглюонного распада 1S0(Q̄Q) → 3g тяжелого пара-
кваркония, где дифференциальная вероятность в принципе не поддается
дальнейшему интегрированию по всей области изменения переменных
из-за сингулярного поведения на границе (инфракрасная и коллинеар-
ная расходимости), в кварк-глюонном распаде 1S0(Q̄Q) → q̄qg возможно
не только однократное интегрирование (содержит только коллинеарную
расходимость) в пределе безмассовых конечных кварков, но и при учете
их масс интегрирование по всей области изменения переменных. Исходя
из этого при вычислении одномерных функций распределения целесо-
образно удерживать массы родившихся фермионов отличными от ну-
ля. Также для получения спектральных распределений по энергии квар-
ка и энергии глюона удобно пользоваться дифференциальной вероятно-
стью (2.14), записанной в релятивистски инвариантном виде, посколь-
ку это позволяет производить релятивистски инвариантное интегриро-
вание по фазовому пространству какой-либо пары родившихся частиц (в
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соответствии с Приложением Б). В частности, интегрирование выраже-
ния (2.14) по импульсам кварка ~p1 и антикварка ~p2 позволяет получить
спектральное распределение по энергии родившегося глюона

dΓ

dx
= CF

2α3
s|ψ(0)|2

3m2

x

1− x

1 +
µ2

2(1− x)


√√√√1− µ2

1− x
. (2.19)

Полную вероятность кварк-глюонного распада можно найти, интегри-
руя спектральное распределение dΓ/dx (2.19) по энергии глюона x, что
приводит к следующему результату:

Γ(1S0 → q̄qg) = CF
2α3

s|ψ(0)|2

3m2

{
ln

∣∣∣∣∣1 + v

1− v

∣∣∣∣∣− 2

3
v(3 + v2)

}
, (2.20)

где v =
√

1− µ2 – скорость центра масс родившейся кварк-антикварко-
вой пары в системе покоя тяжелого паракваркония. В пределе безмас-
совых кварков µ → 0 (v → 1) полная вероятность распада (2.20) имеет
логарифмическую особенность ∼ ln(1 − v). Как указывалось выше, это
следствие проявления коллинеарной расходимости.

Для проведения дальнейшего анализа удобно пользоваться обезраз-
меренной полной шириной распада

γ(v) ≡ Γ

αsΓ2g
=

1

3π

{
ln

∣∣∣∣∣1 + v

1− v

∣∣∣∣∣− 2

3
v(3 + v2)

}
. (2.21)

где Γ2g - вероятность распада паракваркония в два глюона (2.2). График
функции γ(v) изображен на рис. 4. Точки на кривой соответствуют рас-
падам ηc- и ηb-мезонов в реальные кварк-глюонные состояния ηc → s̄sg,
ηb → s̄sg и ηb → c̄cg, где в качестве масс конечных кварков принимаются
их токовые значения ms ' 150 МэВ и mc ' 1, 5 ГэВ. Для получения чис-
ленных оценок необходимо знать значение константы сильного взаимо-
действия αs(m) на масштабах масс J/ψ- и Υ-мезонов. Среднее значение
αs на масштабе массы Z-бозона есть αs(mZ) = 0.108±0.010 [33], которое
при помощи уравнений ренормализационной группы может быть пере-
считано на требуемые масштабы масс, что, в частности, дает следующие
значения: αs(mb) ≈ 0.16 и αs(mc) ≈ 0.21. Используя безразмерную пол-
ную вероятность кварк-глюонного распада γ(v) (2.21) и теоретическое
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Рис. 4: Нормированная полная ширина γ кварк-глюонного распада паракваркония
как функция относительной массы конечных кварков µ.

выражение для полной адронной ширины распада паракваркония (2.3)
в виде [89]

Γhad = Γ2g

(
1− C

αs

π

)
, где C =

 5.84 парачармоний
5.41 паработтомоний (2.22)

были вычислены относительные вероятности Br = Γ/Γhad кварк-глюон-
ных распадов. Следует заметить, что при получении оценки для коэф-
фициента C следует отбросить поправочный член в (2.3), обратно про-
порциональный относительной скорости движения кварков в кварконии,
который в статическом пределе кварков обращается в бесконечность. Это
связано с тем, что данный член является поправкой порядка αs к вол-
новой функции кваркония, обусловленный наличием кулоноподобного
члена в потенциале взаимодействия кварков в тяжелом кварконии. От-
носительные вероятности Br = Γ/Γhad рассматриваемого распада для
парачармония ηc и паработтомония ηb приведены в таблице 1. При оцен-
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Процесс mq (МэВ) Br (%)
ηc → s̄sg 150÷ 450 12÷ 5
ηc → d̄dg 7÷ 300 35÷ 7
ηc → ūug 4÷ 300 38÷ 7
ηb → c̄cg 1500 2.5
ηb → s̄sg 150÷ 450 13÷ 8
ηb → d̄dg 7÷ 300 27÷ 10
ηb → ūug 4÷ 300 30÷ 10

Таблица 1: Теоретические предсказания Br = Γ/Γhad для относительных вероят-
ностей распадов парачармония и паработтомония на кварк-антикварковую пару и
глюон.

ке относительных вероятностей распада массы кварков в конечном со-
стоянии изменялись от их токового значения до конституэнтного.

Представляет интерес сравнить полученные оценки для относитель-
ных вероятностей кварк-глюонных распадов S-волнового парачармония
(ηc-мезона) с экспериментально измеренными значениями его мод распа-
да. Распады с образованием легких u- и d-кварков неотличимы по соста-
ву струй родившихся частиц от трехглюонного распада. Поэтому в силу
относительно малой для образования трехструйной структуры в конеч-
ном состоянии массы ηc-мезона процессы ηc → 3g, ūug, d̄dg дают вклад
в поправку ∼ αs к основному двухглюонному распаду и в совокупности с
ним образуют двухструйный распад. Особняком стоит процесс ηc → s̄sg,
который лежит в основе процессов вида ηc → K̄K + X, где под X по-
нимаются любые другие нестранные частицы. В таблице 2 приведены
численные значения относительных вероятностей распадов с образова-
нием странных частиц Br(ηc → K̄K +X).

Экспериментальное значение для суммарной относительной вероят-
ности процессов вида ηc → K̄K +X согласно таблице 2 равно Br(ηc →
K̄K + X) = (9.5 ± 2.0)% без учета ограничений на распад ηc → K̄Kη

или с его учетом Br(ηc → K̄K + X) ≤ 12.6%. Обе эти оценки хорошо
согласуется с теоретическим предсказанием для относительной ширины
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Мода Br (%)
K̄Kπ 5.5± 1.7

K∗0K−π+ + c.c. 2.0± 0.7
K+K−π+π− 2.0+0.7

−0.6

K̄Kη < 3.1

Таблица 2: Экспериментальные значения [33] относительных вероятностей распада
ηc-мезона типа ηc → K̄K +X, где X – любые дополнительные нестранные частицы.

распада Br(ηc → s̄sg) ≈ 12%, вычисленного для токовых масс конечных
s-кварков mc ' 150MeV . Поэтому естественно считать, что на партон-
ном уровне подавляющее большинство процессов вида ηc → K̄K + X

определяется распадом ηc → s̄sg.
Для S-волнового состояния паработтомония (ηb-мезона) также следу-

ет ожидать, что процессы ηb → s̄sg и ηb → c̄cg будут, в основном, опре-
делять моды распада ηb-мезона с образованием странных ηb → K̄K +X

и очарованных ηb → D̄D + X частиц с относительными вероятностями
13% и 2.5% соответственно.

5 Энергетические и угловые функции
распределений в кварк-глюонном распаде

5.1 Энергетические распределения

Как и в случае полной ширины кварк-глюонного распада параквар-
кония для анализа дифференциальных вероятностей рассматриваемого
распада удобно ввести их безразмерные аналоги, отнормированные на
вероятность (2.2) двухглюонного распада 1S0(Q̄Q) → 2g тяжелого пара-
кваркония. Тогда функция распределения по энергиям кварка и анти-
кварка будет иметь вид:
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fy1y2
≡ 1

αsΓ2g

d2Γ

dy1dy2
=

1

4π

x2 + (y1 − y2)
2

x2(1− x)
+

µ2

(1− x)2

 , (2.23)

где x, y1 и y2 – относительные энергии глюона, кварка и антикварка соот-
ветственно. Выражение для функции распределения по энергии глюона
легко получить из приведенного ранее спектрального энергетического
распределения глюонов (2.19):

fx ≡
1

αsΓ2g

dΓ

dx
=

1

3π

x

1− x

1 +
µ2

2(1− x)


√√√√1− µ2

1− x
. (2.24)

Интегрирование выражения для дифференциальной вероятности распа-
да (2.23) по энергии антикварка y2 позволяет получить функцию распре-
деления по энергии кварка y1, которая имеет следующий вид:

fy1
≡ 1

αsΓ2g

dΓ

dy1
=

1

2π

{
2(1− y1)

[
2a(2− y1)− y1 ln

∣∣∣∣∣1 + a

1− a

∣∣∣∣∣
]

+ [y2
1 + (1− y1)

2] ln

∣∣∣∣∣b+ a

b− a

∣∣∣∣∣
}
, (2.25)

a =

√
y2

1 − µ2

2− y1
, b =

2y1(1− y1) + µ2

2(1− y1)(2− y1)
.

Графики функций распределений по энергиям глюона fx (2.24) и квар-
ка fy1

(2.25) представлены на рисунках 5 и 6 при различных значени-
ях относительной массы конечных кварков µ. Из рисунков видно, что
обе функции распределения возрастают в конце спектра в случае ма-
лых значений относительной массы µ = 0.1 и µ = 0.03. Происхождение
подобного поведения функции fx связано с наличием кварк-антикварко-
вого коллинеарного усиления вероятности распада. Возрастание функ-
ции распределения fy1

обусловлено усилением за счет испускания мяг-
кого глюона. Заметим, что коллинеарное усиление в глюонной функции
распределения fx (рис. 5) существенно более ярко выражено в сравне-
нии с усилением мягких глюонов в кварковой функции распределения
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Рис. 5: Функции распределения fx по относительной энергии глюона x при относи-
тельных массах конечных кварков, равных µ = 0.33 (ηb → c̄cg) и µ = 0.10 (ηc → s̄sg).

fy1
(рис. 6). Для µ = 0.33 (это соответствует процессу ηb → c̄cg) эти уси-

ления полностью отсутствуют из-за достаточно большой относительной
массы конечных кварков. Такое практически изотропное распределение
по энергиям выделяет процесс ηb → c̄cg из числа трехчастичных кварк-
глюонных распадов ηb-мезона в качестве наиболее предпочтительного
для наблюдения трехструйных событий в распадах тяжелых параквар-
кониев.

В пределе малой относительной массы конечных кварков µ→ 0 функ-
ции распределения (2.24) и (2.25) упрощаются и принимают вид:

fx =
1

3π

x

1− x
, (2.26)

fy1
=

1

2π

{
2[(1− y1)

2 + y2
1] ln

2y1

µ
+ ln(1− y1) + 4y1(1− y1)

}
. (2.27)

Выражение для fx (2.26) при x = 1 расходится, что отражает наличие
коллинерной расходимости в пределе безмассовых кварков. Выражение
для fy1

(2.27) в безмассовом пределе вообще не существует опять же по
причине наличия коллинеарной расходимости, поскольку при вычисле-
нии кварковой функции распределения (2.25) был взят интеграл по всей
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Рис. 6: Функции распределения fy1 по относительной энергии кварка y1 при относи-
тельных массах конечных кварков, равных µ = 0.33 (ηb → c̄cg), µ = 0.10 (ηc → s̄sg)
и µ = 0.03 (ηb → s̄sg).

области изменения угла θ между кварком и антикварком 0 ≤ θ ≤ π.

5.2 Угловые распределения

Дифференциальная вероятность кварк-глюонного распада тяжелого
паракваркония как функция углов разлета между родившимися части-
цами может быть получена из энергетической дифференциальной веро-
ятности, если известна связь между энергиями и углами разлета. При
учете масс конечных кварков µ уравнения связи достаточно громоздки,
однако они существенно упрощаются в безмассовом пределе кварка и
антикварка и задаются уравнениями (2.17). Выражение для дифферен-
циальной вероятности в зависимости от углов разлета между кварком
и глюоном φ1 и антикварком и глюоном φ2 в безмассовом пределе об-
разовавшейся кварковой пары приведено ранее (2.18), и из него легко
получить функцию распределения по углам φ1 и φ2, обезразмерив ее тем
же самым образом, что и в случае энергетической функции распределе-
ния fy1y2

(2.23):
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fφ1φ2
≡ 1

αsΓ2g

d2Γ

dφ1dφ2
=

sin2 θ + (sinφ1 − sinφ2)
2

12π sin(φ1/2) sin(φ2/2) sin3(θ/2) sin θ
. (2.28)

В пределе безмассовых кварков выражения для угловых функций рас-
пределения также упрощаются и имеют следующий вид:

fφ1
≡ 1

αsΓ2g

dΓ

dφ1
=

3− sin4(φ1/2) + 6 ctg2(φ1/2) ln cos(φ1/2)

3π sinφ1
, (2.29)

fθ ≡ 1

αsΓ2g

dΓ

dθ
=

cos(θ/2)

4π sin3(θ/2)

{
θ

2
ctg

θ

2
− 1− 2 ln cos

θ

2

}
. (2.30)

Обе эти функции распределения имеют точки сингулярности, а именно,
для функции fφ1

(2.29) таковой является точка φ1 = π, а для fθ – θ = 0.
Суть такого сингулярного поведения функций состоит в проявлении от-
меченного ранее эффекта коллинеарной расходимости, а именно, в этой
ситуации реализуется конфигурация, когда кварк и антикварк летят в
одном направлении, а глюон – в противоположном.

Учет масс конечных кварков существенно усложняет выражения для
угловых функций распределения, однако для функции распределения
fφ1

по углу разлета φ1 между кварком и глюоном удалось получить ана-
литическое выражение:

fφ1
=

1

4π

(
F (x, sin(φ1/2), cos(φ1/2))− F (x, cos(φ1/2), sin(φ1/2))

+ G(x, sin(φ1/2), cos(φ1/2)) +G(x, cos(φ1/2), sin(φ1/2)) (2.31)

− G(0, sin(φ1/2), cos(φ1/2))−G(0, cos(φ1/2), sin(φ1/2))
)

с функциями F и G следующего вида:

F (x, u, v) =
µ2 ln(1− x)

2u2v4 +
u2 + µ2v6(1 + u2)

2u2v4 ln(1− v2x) (2.32)

+
x[2u2(u4 + 3v2)− 3µ2v2(1 + v2)]

12u2v2(1− v2x)
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− x[u2(3 + u2) + 3µ2uv3]

6v2(1− v2x)2 +
xu4

3v2(1− v2x)3 ,

G(z, u, v) =
2(1− 2u2v2)− µ2u2v2

4u4v4 I0 (2.33)

+
µ2[(2− µ2)u2v2 − 2µ2(1− 4u2v2)]

8u4v4 I1 +
µ4

8u2v2 I2

− 8u4 + 8µ2u2(v2 − u6) + 3µ4v2(1− 4u2v2)(4v2 − 1)

4u4v2 K1

+
4u4 − 8µ2u4v2 + µ4(1− 4u2v2)(9v2 − 4)

8u8v2 aSqr2
1R1

+
v2(2u2 − µ2(1− 2u2))

32u8 a2Sqr4
1R2 +

2v2

3u8a
3Sqr6

1R3,

I0(z) =
1√

4− µ2 sin2 φ1
ln

∣∣∣∣∣ 1 + z

1 + z0

1− z0

1− z

∣∣∣∣∣ ,
I1(z) =

2

µ sinφ1

[
arctg

(
z0

b

)
− arctg

(
z

b

)]
,

I2(z) =
(1 + b2)2

2µab sinφ1

[
z

b2 + z2 −
z0

b2 + z2
0

]
− 1− b4

4ab2
I1(z),

K±(z) =
1

2(1∓ cosφ1)
ln

∣∣∣∣∣ c± + z

c± + z0

c± − z0

c± − z

∣∣∣∣∣ ,
R±1 (z) =

c±z

c2± − z2 −
c±z0

c2± − z2
0
,

R±2 (z) =
c±z

(c2± − z2)2 −
c±z0

(c2± − z2
0)

2 ,

R±3 (z) =
c3±z

3

(c2± − z2)3 −
c3±z

3
0

(c2± − z2
0)

3 ,

a =
2µ2√1− v2 cos2 φ1

4− µ2 sin2 φ1
,

b2 =
a− (1− x0)

a+ (1− x0)
,

x0 =
2(1 + v2)

4− µ2 sin2 φ1
,

z0 =

√
x2

0 − a2

a− x0
,
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z =

√
(x− x0)2 − a2

a− (x0 − x)
,

c2± =
2− (x0 + a)(1± cosφ1)

2− (x0 − a)(1± cosφ1)
,

где v =
√

1− µ2 – скорость кварк-антикварковой пары в системе покоя
паракваркония.

6 Учет обрезания по углам разлета
и энергиям частиц

Полная ширина распада n1S0(Q̄Q) → q̄qg расходится в случае безмас-
совых кварков. Однако на эксперименте кварки и глюоны, как таковые,
не наблюдаются, а регистрируются образованные ими струи адронов, в
которые с вероятностью, близкой к единице обращаются кварки и глю-
оны [71, 72, 73]. Генерирующая струю частица должна быть достаточно
энергичной, чтобы не только породить адроны, но и сообщить им до-
статочный для формирования струи импульс (адроны должны вылетать
под достаточно малами по отношению к направлению вылета исходной
частицы углами). Поэтому адронную струю можно представить в ви-
де конуса с углом раствора 2δ [96], и требование наблюдения распада
n1S0(Q̄Q) → q̄qg как трехструйного состоит в том, чтобы соответству-
ющие адронным струям конусы не пересекались. Учет использованной
нами модели струи состоит в усечении фазового объема конечного состо-
яния путем введения обрезания по углам разлета между родившимися
частицами θij > 2δ и по их энергиям x > ε и yi > ε (в приложении
работы [94] подробно разбирается влияние такого обрезания на фазовый
объем безмассовых родившихся частиц в трехчастичном распаде).

Использование усеченного фазового объема при вычислении полной
вероятности распада n1S0(Q̄Q) → q̄qg в пределе безмассовых родивших-
ся кварков приводит к конечному выражению и имеет следующий вид:

Γq̄qg = CF
2α3

s|ψ(0)|2

3m2

{
(4 + 3 ctg2δ) ln cos δ − 2 ln sin δ + δ ctg3 δ (2.34)
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− 2 ctg2δ

1 + cos δ
+

cos4 δ

(1 + cos δ)2 +
2 (1− cos3 δ) ctg2(δ/2)

(1 + cos δ)2 − fq̄qg(ε, δ)
}
,

Вся зависимость от параметра обрезания энергий частиц ε в выраже-
нии (2.34) содержится в функции fq̄qg(ε, δ), причем fq̄qg(0, δ) = 0. Явный
вид функции fq̄qg следующий:

fq̄qg(ε, δ) = (2 + 3 ctg2δ) ln(1− ε sin2 δ)− ε[ε2 + 3(1− ε)2] ln(1− ε)

− 2ε(3− 3ε+ 2ε2) ln tg δ + 2 ctg3 δ[δ − arctg ((1− ε) tg δ)]
+ (1− ε)2(1 + 2ε) ln(1− ε(2− ε) sin2 δ)

+ ε(4− 2 ctg2δ − ε(3− 2ε) sin2 δ (2.35)

+
ε cos2 δ(1− ε sin2 δ(1 + cos2 δ))

(1− ε sin2 δ)2 .

Аналогичные вычисления для полной вероятности распада параквар-
кония на три глюона 1S0(Q̄Q) → 3g приводят к следующему результату:

Γ3g = CACF
α3

s|ψ(0)|2

3m2

{
24 ln tg δ ln ε+ 22 ln tg δ − 45 +

π2

4
+ 2 ctg2 δ (1− δ ctg δ) + 6 δ ctg δ (6 + 5 sin2 δ)− 31 sin2 δ

+ 3
[
10 Li2(sin2 δ)− 20 Li2

(
2 sin2 δ

2

)
+ 4 Li2

(
− tg2δ

2

)

− 4 Li2
(
tg2δ

2

)
+ 7 Li2

 1

4 cos2(δ/2)

− 7 Li2

 cos2 δ

4 cos4(δ/2)

(2.36)

+ 14<Li2
(
i tg

δ

2
e−iδ

)
− 14<Li2

(
i tg

δ

2
(1 + 2 cos δ)e−iδ

) ]

+ 30 ln2 cos δ − 42 ln
cos δ

cos(δ/2)
ln

cos δ(1 + 2 cos δ)

2 cos3(δ/2)

+ 2 ln cos δ(1− 12 sin2 δ)− 48 ctg2δ ln cos δ − f3g(ε, δ)
}
,

где Li2(z) – функция Спенса, и <Li2(z) = (Li2(z) + Li2(z∗))/2 – действи-
тельная часть функции Спенса комплексного аргумента. Как и в случае
кварк-глюонной вероятности распада (2.34), несингулярная зависимость
от параметра обрезания энергий ε содержится в функции f3g(ε, δ) таким
образом, что f3g(0, δ) = 0. Явный вид функции f3g следующий:
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f3g(ε, δ) = 42<Li2(iε sin δe−iδ)− 42<Li2(i(2− ε) sin δe−iδ)

− 21 [Li2(ε− 1)− Li2(−1)]− 9 Li2(ε) + 6 ln2(1− ε)

− 21 ln(1− ε) ln(2− ε) + 24 ln(1− ε) ln tg δ

+ 4 ctg δ
(
arctg ((1− ε)tg δ))− δ

2

)
(ctg2 δ − 3(6 + 5 sin2 δ))

+ 18

cos 2δ +
ln(1− ε)− ln(1− ε(2− ε) sin2 δ)

ε


+ ln(1− ε)

4(1− ε)2(1 + 2ε)− 7 + 6(1− ε)
9− 5ε

(2− ε)2

 (2.37)

+ 4ε ln tg δ(12− 3ε+ 2ε2)− 2 ln(1− ε(2− ε) sin2 δ)

×
19− 13ε+ ε(1− ε)(1− 2ε)− 33− 18ε

(2− ε)2


+ 2 ln(1− ε sin2 δ)

1− 12
1 + cos4 δ

sin2 δ


+ ε(4ctg2 δ − 71− 24 sin2 δ + 2ε(3− 2ε) sin2 δ)

+ ε

3 cos 2δ

2− ε
− 2 cos2 δ

1− ε sin2 δ(1 + cos2 δ)

(1− ε sin2 δ)2


В пределе малых значений параметров обрезания по энергиям ε → 0 и
углам δ → 0 выражения (2.34) и (2.36) принимают вид:

Γqqg ≈ CF
4α3

s|ψ(0)|2

3m2

{
− ln δ +

7

12

}
, (2.38)

Γ3g ≈ CACF
α3

s|ψ(0)|2

3m2

24 ln δ ln ε+ 22 ln δ +
π2

4
+

47

3

 . (2.39)

Полученное выражение (2.38) для вероятности распада n1S0(Q̄Q) → q̄qg

в точности совпадает с вычисленным ранее в работе [94] при учете, что
для группы SU(3) константа CF = 4/3. Однако выражение (2.39) для
вероятности распада n1S0(Q̄Q) → 3g отличается от своего аналога, вы-
численного в работе [94] и равного:
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Γ3g ≈ CACF
α3

s|ψ(0)|2

3m2

24 ln δ ln 2ε+ 22 ln δ +
π2

4
+

47

3

 . (2.40)

Предельное выражение (2.38) для вероятности кварк-глюонного рас-
пада n1S0(Q̄Q) → q̄qg пропорционально∼ ln δ и не зависит от ε, что явно
отражает наличие коллинеарной и отсутствие инфракрасной расходимо-
стей в пределе безмассовых кварков. Наиболее вероятной конфигурацией
в данном распаде будет следующая: кварк и антикварк вылетают с ма-
лым относительным углом разлета, а глюон – в противоположную к ним
сторону. В отличии от выражения (2.38) предельное выражение (2.39)
для вероятности распада n1S0(Q̄Q) → 3g содержит как коллинеарную
расходимость ∼ ln δ, так и инфракрасную ∼ ln ε. Наличие расходящихся
членов в выражениях для полных вероятностей распада паракваркония
в состояния 3g и q̄qg c безмассовыми кварками связано с тем, что пол-
ная вероятность распада кваркония на адроны при учете всех порядков
теории возмущений является конечной величиной [97, 98] и реальные
расходимости, вызванные эффектами коллинеаризации и испусканием
мягких глюонов, будут сокращаться радиационными поправками того
же порядка по константе сильного взаимодействия αs к основному кана-
лу распада (виртуальные расходимости).
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Глава III

Дважды радиационный распад Z → ff̄γγ

1 Введение

С запуском в 1989 г. новых электрон-позитронных ускорителей LEP
в ЦЕРНе и SLC в Станфорде (США) с энергиями до 46 ГэВ в каждом
пучке начался качественно новый этап в физике элементарных частиц. В
процессе аннигиляции электрона и позитрона с такими энергиями напря-
мую рождается промежуточный Z-бозон с массой mZ = 91.187 ± 0.007
ГэВ [33], являющийся одним из переносщиков слабых взаимодействий.
Обладая достаточно большой массой, Z-бозон является нестабильной
частицей и имеет ширину распада Γ = 2.490 ± 0.007 ГэВ [33]. Поэто-
му экспериментальные исследования на ускорителях LEP и SLC позво-
ляют провести детальную проверку предсказаний стандартной теории
элементарных частиц – единой электрослабой теории (на основе модели
Глэшоу-Вайнберга-Салама) и теории сильных взаимодействий (на осно-
ве квантовой хромодинамики) – при изучении физики Z-бозона в e+e−

столкновениях, поскольку при таких энергиях наблюдаются преимуще-
ственно продукты распада этого бозона.

При оценке основных параметров Z-бозона (массы, полной ширины и
основных мод распада) проводится сравнение теоретически предсказы-
ваемого значения сечения аннигиляции e+e− пары с экспериментально
измеренным, причем параметры Z-бозона подбираются таким образом,
чтобы при заданных критериях фитирования согласие было наилучшим.
При сканировании энергии в области массы Z-бозона сечение e+e− ан-
нигиляции (учет достаточно большого ∼ 30% излучения из начального
состояния осуществляется посредством введения “функции излучения”
H(s, s′) [100]) имеет вид:

σ(s) =
∫
H(s, s′)σ0(s′) ds′, (3.1)

σ0(s) = σ0
Z + σ0

γ + σ0
γZ ,
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где σ0
Z и σ0

γ – вклады в сечение e+e− аннигиляции с Z-бозоном и фо-
тоном в промежуточном состоянии, а σ0

γZ – интерференционный член.
В частности, при электрон-позитронной аннигиляции в пару фермионов
эти составляющие сечения в древесном приближении имеют вид [33]:

σ0
Z =

12π

m2
Z

ΓeΓf

Γ2

sΓ2

(s−m2
Z)2 + s2Γ2/m2

Z

, (3.2)

σ0
γZ = −2

√
2α(s)

3
(Qf GF N

f
c gV e gV f)

(s−m2
Z)m2

Z

(s−m2
Z)2 + s2Γ2/m2

Z

, (3.3)

σ0
γ =

4πα2(s)

3s
Q2

f N
f
c , (3.4)

где α(s) = e2(s)/(4π) – постоянная тонкой структуры, измеренная при
энергии E =

√
s в системе центра масс электрон-позитронной пары,GF –

постоянная Ферми,Qf – безразмерный заряд фермиона,N f
c = 3 (1) – цве-

товой фактор для кварков (лептонов), gV f – векторная константа связи
Z-бозона с фермион-антифермионной парой ff̄ , Γf – ширина распада Z-
бозона на пару фермионов ff̄ . Интересно выявить доминирующий вклад
из набора (3.2)–(3.4) в полное сечение e+e− аннигиляции в резонансе Z-
бозона (

√
s = mZ). В этом случае интерференционный член (3.3) обнуля-

ется, поскольку электрон и позитрон аннигилируют в конечное состоя-
ние (одиночный Z-бозон), существенно отличное от производимого через
виртуальный фотон. Поэтому сравнивая выражения σ0

Z (3.2) и σ0
γ (3.4)

получим

σ0
Z

σ0
γ

=
9(Γe/Γ)

α2(mZ)
∑
f
Q2

fN
f
c

≈ 750, (3.5)

что указывает на то, что в области энергий, близких к массе Z-бозона,
физика, в основном, определяется распадами этого бозона. Несмотря
на малость полного сечения e+e− аннигиляции через Z-бозон в про-
межуточном состоянии (σ ≈ 4 · 10−32 см2 [34]) при светимости пучков
L ∼ 1030 см−2 сек−1 (примерно при таком значении светимости работа-
ют ускорители LEP и SLC) будет наблюдаться примерно 106 событий
рождения Z-бозона и его последующего распада ежегодно, что позволя-
ет назвать современные ускорители LEP и SLC “фабриками” Z-бозонов.
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Так за период эксплуатации с 1989 г. по 1996 г. на LEP наблюдалось
примерно 2 · 107 Z-бозонов [101]. Наличие такой большой статистики
распадов позволяет на масштабе mZ с высокой точностью производить
определение таких физических величин, как массы W - и Z-бозонов, угол
Вайнберга θW , постоянные тонкой структуры α и сильного взаимодей-
ствия αst, массу t-кварка, а также протестировать стандартную модель
электрослабых и сильных взамодействий не только на древесном, но и на
петлевом уровне. Хотя подавляющее большинство экспериментальных
данных находится в хорошем согласии с предсказаниями стандартной
модели, тем не менее интенсивные поиски возможных проявлений но-
вой физики непрерывно продолжаются. В этом направлении проводится
детальное изучение редких распадов Z-бозона, в том числе и распадов
типа Z → f̄fγγ, где f обозначает произвольный фермион.

В работе [102] были приведены результаты экспериментального ис-
следования реакции e+e− → `+`− + nγ (` = e, µ, τ ; n = 0, 1, 2), и при
n = 2 отмечена кластеризация четырех событий в распределении по ин-
вариантной массе фотонной пары mγγ в области mγγ = 60 ± 2, 5 ГэВ
(3 события µ+µ−γγ и 1 событие e+e−γγ). Произведенное моделирование
процесса e+e− → `+`−γγ в рамках стандартной модели методами Монте-
Карло [103, 104, 105] находилось в противоречии с указанной L3 коллабо-
рацией аномалией и допускало интерпретацию этих 4 событий как флук-
туацию с вероятностью ∼ 10−3. Наличие подобного рода аномалии также
находилось в противоречии с существовавшими к тому времени ограни-
чениями на другие подобного рода моды распада Z-бозона – отсутствие
событий типа e+e− → νν̄γγ с mγγ > 10 ГэВ [102] и e+e− → γγ+ адроны
с mγγ > 40 ГэВ [106]. Попытки понять природу аномальных `+`−γγ со-
бытий были предприняты в трех направлениях.

1. Объяснение `+`−γγ событий проявлением новой частицы в проме-
жуточном состоянии – (псевдо)скалярного бозона с массой mX ≈ 60 ГэВ,
распадающегося преимущественно на два фотона.

Интерпретация новой частицы в качестве стандартного хиггсовского
бозона H с массой mH ≈ 60 ГэВ затруднена малой относительной веро-
ятностью распада Хиггса по каналу H → γγ [34]:
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Br(H → γγ) =
Γ(H → γγ)

Γ(H → f̄f)
≈ α2

8π2

(4/3)F1/2(βt) + 2F1(βW )

3G(βb)
≈ 1.2 · 10−4,

(3.6)
где основной влад в вероятность двухфотонного распада дают петли, об-
разованные W -бозоном и t-кварком, а основной вклад в полную ширину
дает распад на пару b-кварков. Учет радиационных поправок как к ос-
новному (фермионному), так и двухфотонному распадам конечно изме-
нит численный фактор в оценке (3.6) в несколько раз [107], сохраняя при
этом порядок ∼ 10−4. Полученная оценка указывает на редкость двух-
фотонной моды в распадах стандартного хиггсовского бозона с массой
mH ≈ 60 ГэВ.

При оценке относительной вероятности распада Z → f̄fγγ с рожде-
нием стандартного хиггсовского бозона в промежуточном состоянии и
его последующим распадом на два фотона, относительная вероятность
которого ∼ 10−4 (3.6), нужно знать также вероятность Бьеркеновского
процесса – распада Z-бозона на фермионную пару и хиггсовский бозон
Z → f̄fH [108, 109, 110]. В электрослабой теории этот процесс может
идти за счет излучения хигсовского бозона либо Z-бозоном, либо фер-
мионами. Второй канал подавлен по отношению к первому фактором
(mf/mZ)2, где mf – масса родившегося фермиона, что даже для пары
b-кварков составляет всего ∼ 10−3. Относительная вероятность распада
Z → Z∗H → f̄fH имеет следующее значение [110]:

Br(Z → f̄fH) ≈ 4 · 10−6, (3.7)

где оценка (3.7) соответствует сумме по всем конечным фермионам. Для
отдельно взятого фермионного аромата эта оценка будет несколько мень-
ше, сохранив свой порядок ∼ 10−6. Исходя из выражений для относи-
тельных вероятностей распадов H → γγ (3.6) и Z → f̄fH (3.7) оценка
для распада Z → f̄fγγ будет следующая:

Br(Z → f̄fγγ) ≈ Br(Z → Hf̄f)Br(H → γγ) ∼ 10−10. (3.8)

Выражение (3.8) указывает на то, что набранной статистики распадов
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Z-бозона ∼ 2 · 107 явно недостаточно для обнаружения стандартного
хигсовского бозона с массой mH ≈ 60 ГэВ в процессе Z → f̄fγγ.

Были также предприняты попытки объяснения `+`−γγ аномалии про-
явлением не только дополнительных (псевдо)скалярных бозонов, а имен-
но хиггсовских частиц из многодублетных расширений стандартной тео-
рии [111, 112], тяжелых аксионов [113], псевдоголдстоунов из моделей
техницвета [114, 115], но и дополнительного нейтрального векторного
бозона [116]. В работе [117] дается более общее рассмотрение различных
вариантов объяснения указанной аномалии, а в [118, 119, 120] модель-
но независимый анализ всей совокупности экспериментальных данных
по распадам Z → f̄fγγ и Z → γγγ, на предмет их совместности при
условии рождения новой скалярной частицы. Возможность усиления ка-
нала испускания дополнительного скалярного или тензорного бозона с
фермионной линии была исследована в работе [121]. Даже в предположе-
нии аномальных свойств у рассматриваемых во всех этих работах допол-
нительных бозонов удовлетворительного объяснения указанной `+`−γγ

аномалии дать не удалось.
2. При анализе аномальных `+`−γγ событий было выявлено расхож-

дение экспериментально наблюдаемых и теоретически смоделированных
распределенний этих событий. В связи с этим встал вопрос о коррект-
ности теоретических расчетов в области аномалии. В частности, подоб-
ное расхождение наблюдалось в распределении по инвариантным массам
фотонной и лептонной пар. На эксперименте [102] наблюдалось четыре
лептонных события (рис. 8) с инвариантной массой mγγ > 45 ГэВ в то
время, как Монте-Карло моделирование всего лишь одно (рис. 9). Ис-
пользуемая L3 коллаборацией программа теоретических расчетов про-
цессов e+e− аннигиляции [103, 104, 122, 123, 105] на основе YFS механиз-
ма [124] для жестких фотонов, разлетающихся на большие углы, давала
заниженный результат. Доработка программы [125], а также независи-
мые численные расчеты [126, 127, 128, 129, 130], указали на отсутствие
отклонений от предсказаний стандартной модели. А именно, на рис. 10
приведено теоретически рассчитанное распределение [128] событий типа
µ+µ−γγ по инвариантным массам мюонной и фотонной пар, и наблюда-
ется хорошее согласие с аналогичным экспериментальным распределени-
ем [102] (рис. 8). В работах [69, 70] было получено аналитическое выраже-
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Рис. 8: Экспериментальное распределение событий `+`−γγ по инвариантным массам
фотонной и лептонной пар, обнаруженное L3 коллаборацией [102]. Наклонная линия
соответствует границе физической области изменения переменных m`` +mγγ = mZ .

ние для распада Z-бозона в приближении, соответствующем кинематике
изучаемых распадов, которое дает хорошо согласующийся с эксперимен-
том результат. Все эти работы не исключают флуктуационную природу
наблюдаемой аномалии. Однако, подтверждение на большей статистике
кластеризации событий e+e− → `+`−γγ вблизи mγγ ∼ 60 ГэВ с одно-
временным отсутствием реакций e+e− → νν̄γγ, γγ+ адроны с жесткими
γ-квантами могло бы служить сигналом о новой физике.

3. При существовавшей тогда статистике (4 события e+e− → `+`−γγ

с mγγ ∼ 60 ГэВ из 139 наблюдавшихся [102]) не исключена была возмож-
ность объяснения этих событий в рамках стандартной электрослабой
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Рис. 9: Теоретически смоделированное методами Монте-Карло распределение со-
бытий `+`−γγ по инвариантным массам фотонной и лептонной пар [102], исполь-
зованное L3 коллаборацией при сравнении с экспериментальными данными. На-
клонная линия соответствует границе физической области изменения переменных
m`` +mγγ = mZ .

теории как случайной флуктуации. Прояснить ситуацию можно было,
увеличив статистику событий путем проведения дальнейших экспери-
ментов. Три другие коллаборации на ускорителе LEP – ALEPH, DELPHI
и OPAL – также обработали имеющиеся данные по редким распадам Z-
бозона на предмет поиска аномалии в распределении наблюдаемых ими
f̄fγγ (f – произвольный фермион) событий и в указанной области зна-
чения инвариантной массы фотонной пары mγγ ∼ 60 ГэВ указали на
наличие еще нескольких подобного типа событий: трех лептонных [131],
кваркового [132] и нейтринного [131]. В дальнейших экспериментах про-
цессам e+e− → γγγ и e+e− → f̄fγγ также уделялось достаточное вни-
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Рис. 10: Теоретически смоделированное методами Монте-Карло распределение со-
бытий µ+µ−γγ по инвариантным массам фотонной и мюонной пар [128], полученное
при более аккуратных расчетах в области больших mγγ ≥ 45 ГэВ. Наклонная линия
соответствует границе физической области изменения переменных mµµ +mγγ = mZ .

мание, однако с увеличением статистики наличие наблюдавшейся груп-
пой L3 аномалии в распределении по инвариантной массе пары фотонов
вблизи значения mγγ ∼ 60 ГэВ не подтвердилось [133].

В то же время на установке TRISTAN в Японии была очень тщатель-
но просканирована область 57 ÷ 60 ГэВ с целью обнаружения прямого
рождения возможного (псевдо)скаляра в процессе электрон-позитронной
аннигиляции. Эти эксперименты также подтвердили отсутствие новой
частицы с массой mX ≈ 60 ГэВ [121, 134, 135, 136, 137, 138, 139].

В настоящее время достоверно установлено, что рассматриваемый рас-
пад Z-бозона не обладает никакими аномальными свойствами и хоро-
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шо согласуется с теоретическими расчетами, проведенными в рамках
стандартной электрослабой теории. Однако детальный анализ процесса
e+e− → f̄fγγ, спровоцированный указанной L3 коллаборацией аномали-
ей в распределении по инвариантной массе фотонной пары, позволил вы-
явить некоторые специфические особенности этого процесса [69, 70, 128].

2 Амплитуда распада Z → f̄fγγ

Процесс e+e− аннигиляции на LEP и SLC при энергиях в системе
центра масс ∼ 90 ГэВ поисходит с рождением реального Z-бозона, про-
дукты распада которого, в основном, и наблюдаются на эксперименте.
При анализе распада Z → f̄fγγ с рождением пары жестких γ-квантов,
вылетающих под малым углом к направлению вылета фермионов (в соот-
ветствии с кинематикой аномальных `+`−γγ событий [102]), с удовлетво-
рительной точностью применимо приближение главных логарифмов. В
этом приближении и проводится анализ распада. Следует заметить, что
поправки на излучение жестких γ-квантов из начального e+e− состоя-
ния будут пренебрежимо малы, поскольку порождаемый в этом случае
Z-бозон уже будет находиться вне массовой поверхности, и в соответ-
ствии с приведенным во введении к этой главе анализом подобный вклад
в вероятность будет существенно подавлен.

Распад Z-бозона Z → f̄fγγ в рамках стандартной теории электро-
слабых взаимодействий описывается набором из шести диаграмм, при-
веденных на рис. 11. Амплитуду процесса можно записать в виде:

M = −
e3Q2

f

sin 2ϑW
(Jε(Z)), (3.9)

где eQf – заряд фермиона, ϑW – угол Вайнберга, экспериментальное
значение которого sin2 ϑW = 0.2249± 0.0005 [33], ε(Z)

α – вектор поляриза-
ции Z-бозона, Jα – вектор тока, соответствующий конечному состоянию
f̄fγγ:

Jα =
3∑

i=1

(
J (i)

α + J̃ (i)
α

)
. (3.10)
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Рис. 11: Набор диаграмм, описывающих распад Z → ff̄γγ

J (i)
α и J̃ (i)

α вычисляются по стандартным правилам Фейнмана и имеют
следующий вид:

J (1)
α = −(ū(p1)ε̂1(p̂1 + k̂1 −mf)

−1γα(gV + gAγ5)×
× (p̂2 + k̂2 +mf)

−1ε̂2u(−p2)),

J (2)
α = (ū(p1)ε̂1(p̂1 + k̂1 −mf)

−1ε̂2 ×
× (p̂1 + k̂1 + k̂2 −mf)

−1γα(gV + gAγ5)u(−p2)), (3.11)
J (3)

α = (ū(p1)γα(gV + gAγ5)(p̂2 + k̂1 + k̂2 −mf)
−1 ×

× ε̂1(p̂2 + k̂2 −mf)
−1ε̂2u(−p2)),

J̃ (i)
α = J̃ (i)

α

∣∣∣∣∣ k1 ↔ k2

ε1 ↔ ε2

,



— 67 —

gV = T3 − 2Qf sin2 ϑW , gA = T3,

где mf – масса фермиона, ε1, k1 и ε2, k2 – 4-векторы поляризации и им-
пульсов фотонов, p1 и p2 – 4-импульсы родившихся фермиона и антифер-
миона, T3 = ±1/2 – третья компонента изотопического спина фермиона.

3 Вероятность распада Z → ff̄γγ

Квадрат амплитуды (3.9), дающий основной вклад в вероятность про-
цесса Z → f̄fγγ в приближении главных логарифмов по инвариант-
ным массам фермион-фотонных пар ((p1 · k1) � m2

Z , (p1 · k2) � m2
Z ,

(p2 · k1)� m2
Z , (p2 · k2)� m2

Z), можно привести к простому виду:

1

3

∑
λ

|M|2 =
32π(4πα)2Q4

fmZΓf

(p1 · k1)(p2 · k2)

I2(x, y) + (1 + y2)2

x2 ,

Γf ≡ Γ(Z → f̄f) =
GF√

2

m3
Z

6π

[
g2

V + g2
A

]
, (3.12)

I(x, y) = [(1− x− y)(1− x+ y)(1 + x− y)(1 + x+ y)]
1
2 ,

где Γf – вероятность распада Z-бозона на пару безмассовых фермионов
в древесном приближении, mZ – масса Z-бозона, x и y – безразмерные
инвариантные массы пары фотонов и пары фермионов соответственно:

x2 =
(k1 + k2)

2

m2
Z

=
m2

γγ

m2
Z

, y2 =
(p1 + p2)

2

m2
Z

=
m2

ff

m2
Z

. (3.13)

Для приведения квадрата амплитуды к виду (3.12) необходимо учесть
симметрию фазового объема относительно замены k1 ↔ k2, p1 ↔ p2.

Интегрируя по фазовому пространству конечных частиц при фикси-
рованных значениях переменных x и y (см. Приложение Г), получим
распределение по инвариантным массам фотонной и фермионной пар,
описывающее процесс Z → f̄fγγ с логарифмической точностью, в виде:

1

N

d2Γ

dxdy
≡ F (x, y) =

y

x

I2(x, y) + (1 + y2)2

I(x, y)
,
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N = 2

(
α

π

)2
Q4

f ln2(r) Γf , (3.14)

r =
∆m2

fγ

m2
Z

� 1,

где ∆mfγ – параметр обрезания инвариантной массы фермион-фотонной
пары. Полная вероятность распада в приближении больших логарифмов
получается интегрированием выражения (3.14) по переменным x и y с
учетом обрезания по инвариантной массе mγγ:

Γ =

(
α

π

)2
Q4 ln2(r) ln2(r̃) Γf , (3.15)

r̃ =
∆m2

γγ

m2
Z

� 1,

где ∆mγγ – параметр обрезания по инвариантной массе фотонной па-
ры. Отметим, что распределение (3.14) расходится корневым образом на
границе физической области x + y = 1, где I(x, y) обращается в ноль.
Поэтому при интегрировании выражения (3.12) по фазовому объему, ко-
гда x+ y → 1, необходимо учитывать малость функции I(x, y)� 1, что
дает для распределения (см. Приложение Г):

F (x, y) ' 1

r ln2(r)

(1 + y2)2

x2 I(x, y), (3.16)

Выражение (3.16) показывает, что распределение F (x, y) корневым об-
разом падает до нуля при x + y = 1, т. е. на границе физической об-
ласти. Поведение функции распределения, задаваемое формулами (3.14)
и (3.16), можно проинтерполировать простым выражением:

F (x, y) =
y

x

I2(x, y) + (1 + y2)2

I2(x, y) + xyr ln2(r)
I(x, y), (3.17)

Следует заметить, что точное выражение для квадрата матричного
элемента (3.9) в пределе безмассовых фермионов может быть получе-
но из формул, соответствующих процессу e+e− аннигиляции в кварк-
глюонное конечное состояние e+e− → q̄qgg и приведенных в Приложе-
нии A работы [140].
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Точное выражение для вероятности распада Z → f̄fγγ имеет вид:

dΓ =
α3Q4

f(g
2
V + g2

A)

768πmZ sin2 2θW
δ(P − p1 − p2 − k1 − k2)

d~p1d~p2d~k1d~k2

ε1ε2ω1ω2
(3.18)

×
3∑

k=0

5∑
l,m=0

Ck
lm(s;x− y, t− u) m

2k
Z (s+ x+ y)l−2(s+ t+ u)m−2

xytu
,

где введены следующие переменные: x = (p1k1), y = (p1k2), t = (p2k1),
u = (p2k2) и s = (k1k2). Используемые в (3.18) функции Ck

lm удовлетво-
ряют соотношению:

Ck
lm(s; a, b) = Ck

ml(s; b, a). (3.19)

Ниже приведены значения только нетривиальных функций Ck
lm:

C1
02(s; a, b) = −(s2 + a2)(s2 − b2),

C1
03(s; a, b) = 2s(s2 + a2),

C1
04(s; a, b) = −(s2 + a2),

C0
11(s; a, b) = 2s[2s4 + 3s2(a+ b)2 + ab(a2 + b2)],

C1
11(s; a, b) = 2[9s4 + 2s2(a2 + 5ab+ b2) + a2b2],

C2
11(s; a, b) = 8s[2s2 + ab],

C3
11(s; a, b) = 4s2,

C0
12(s; a, b) = −2[6s4 + 6s2(a+ b)2 + ab(a2 + b2)],

C1
12(s; a, b) = −2s[21s2 + 3a2 + 12ab+ 4b2)],

C2
12(s; a, b) = −4[7s2 + ab],

C3
12(s; a, b) = −4s,

C0
13(s; a, b) = 2s[7s2 + 3(a2 + 3ab+ b2)],

C1
13(s; a, b) = 2[16s2 + a2 + 4ab],

C2
13(s; a, b) = 12s,

C0
14(s; a, b) = −2[4s2 + 3ab], (3.20)

C1
14(s; a, b) = −8s,

C0
15(s; a, b) = 2s,
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C0
22(s; a, b) = 2s[14s2 + 9a2 + 12ab+ 9b2],

C1
22(s; a, b) = 86s2 + 7a2 + 8ab+ 7b2,

C2
22(s; a, b) = 48s,

C3
22(s; a, b) = 8,

C0
23(s; a, b) = −6[4s2 + a2 + ab+ b2],

C1
23(s; a, b) = −68s,

C2
23(s; a, b) = −28,

C0
24(s; a, b) = 26s,

C1
24(s; a, b) = 33,

C0
25(s; a, b) = −18,

C0
33(s; a, b) = 12s,

C1
33(s; a, b) = 50,

C0
34(s; a, b) = −18,

Значения пропущенных функций из полного набора Ck
lm либо равны ну-

лю, либо могут быть получены при помощи соотношения (3.19).

4 Анализ полученных результатов

На рис. 12 - 14 приведены графики функций распределения по фотон-
ной x и фермионной y инвариантным массам F (x, y) при ∆mfγ = 2 ГэВ,
4 ГэВ и 6 ГэВ в интервале изменения x и y: 0, 5 ≤ x ≤ 1 и 0 ≤ y ≤ 0, 5,
в который попадают четыре экспериментальные события, указанные в
работе [102]. На всех графиках наблюдается характерный “гребень”, рас-
положенный параллельно границе физической области x + y = 1, кото-
рый нельзя было предугадать без конкретных аналитических вычисле-
ний. Видно, что высота и ширина “гребня” обусловлены массой обреза-
ния ∆mfγ: например, высота “гребня” при ∆mfγ = 2 ГэВ вблизи точки
x = y = 0, 5 примерно в два раза превосходит аналогичную величи-
ну при ∆mfγ = 6 ГэВ. Таким образом, полученное нами распределение
F (x, y) показывает, что с увеличением статистики событий Z → `+`−γγ,
а также с увеличением точности разрешения по углам разлета фермион-
фотонных пар, события будут наблюдаться преимущественно в окрест-
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ности границы физической области x + y = 1. Отметим, что все че-
тыре аномальные экспериментальные точки с mγγ ≈ 60 ГэВ, приведен-
ные на рис. 8, действительно лежат вблизи границы физической области
x+ y = 1.

Далее оценим относительную вероятность распада Z → f̄fγγ в обла-
сти с инвариантной массой mγγ ≥ xmZ и вероятность случайного попа-
дания (кластеризации) событий в интервал значений шириной 2mZ∆x
внутри этой области.

Относительная вероятность распада Z-бозона с x ≥ x0 определяется
следующим образом:

Br(x0) =
N

Γ0

∫ 1

x0

dx
∫ 1−x

0
dyF (x, y), (3.21)

где множитель N определен в (3.14) и Γ0 = Γ(Z → all) – полная ве-
роятность распада Z-бозона. Например, для x0 ≈ 0, 5 и масс обрезания
∆mfγ = 2 ГэВ; 3 ГэВ и 6 ГэВ из формулы (3.21) получается Br(0, 5) '
2, 8 · 10−6; 2, 1 · 10−6 и 1, 1 · 10−6 соответственно. Это не противоречит на
уровне статистики ∼ 106 событий распадов Z-бозонов на LEP на конец
1992 г. отсутствию распадов Z → τ+τ−γγ с ∆mτγ ∼ 6 ГэВ и превыше-
нию процессов Z → µ+µ−γγ, имеющих ∆mµγ ∼ 2 ГэВ, (3 события) над
Z → e+e−γγ с ∆meγ ∼ 3 ГэВ (1 событие) [102]. Аналогичные оценки
можно получить и для кварк-фотонного распада Z → q̄qγγ. Заметим,
что вероятность распада в пару кварков и пару жестких γ квантов от-
личается от аналогичного процесса с парой заряженных лептонов фак-
тором:

Cq ≈ 12Q4
q[g

2
V + g2

A]q. (3.22)

Значение фактора Cq для “верхних” и “нижних” кварков существенно
различно: Cu ≈ 0.7 и Cd ≈ 0.15. Эта оценка указывает на то, что при
прочих равных условиях преимущественно будут рождаться адроны, об-
разованные “верхними” кварками. Далее отметим, что параметр обреза-
ния ∆mqγ по инвариантной массе фотона и кварка, образующего струю
адронов, порядка или даже больше, чем параметр обрезания ∆mτγ для
τ -лептона. Исходя из этого легко из (3.21) получить верхние границы
на вероятности распадов на пару “верхних” Bru(0.5) < 0.9 · 10−6 и пару
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Рисунок 12: Функция распределения F(x,y) по инвариантным массам фотонной  и 
фермионной  пар при значении параметра обрезания по инвариантной массе фермиона 
и фотона  ГэВ. 
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Рисунок 13: Функция распределения F(x,y) по инвариантным массам фотонной x  и 
фермионной y  пар при значении параметра обрезания по инвариантной массе фермиона 
и фотона  ГэВ. 4=∆

γf
m
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Рисунок 14: Функция распределения F(x,y) по инвариантным массам фотонной  и 
фермионной  пар при значении параметра обрезания по инвариантной массе фермиона 
и фотона  ГэВ. 
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“нижних” Brd(0.5) < 0.2 · 10−6 кварков. Суммируя все подобного типа
кварковые моды распада Z-бозона, получим следующее ограничение на
вероятность распада Z → q̄qγγ: Brq(0.5) < 2.4 · 10−6. Эта оценка ука-
зывает на то, что число событий Z → q̄qγγ должно быть меньше, чем
Z → µ+µ−γγ, и порядка Z → e+e−γγ. К концу 1993 г. расклад числа
событий типа Z → f̄fγγ с 57.5 ГэВ < mγγ < 62.5 ГэВ по данным всех
четырех экспериментальных групп на LEP был следующий: 2 – e+e−γγ,
5 – µ+µ−γγ и 1 – q̄qγγ. Эти данные находятся в удовлетворительном
согласии с теоретически предсказываемыми и указывают на завышение
оценки для адронных распадов примерно в два раза.

Следует отметить, что в нашем подходе вероятность распада Z →
ν̄ν +nγ (n = 1, 2, . . .) равна нулю ввиду отсутствия у нейтрино электри-
ческого заряда. Поэтому наблюдаемый группой ALEPH процесс e+e− →
ν̄νγγ в древесном приближении может происходить только за счет излу-
чения жестких фотонов из начального e+e− состояния.

Оценим также вероятность кластеризации событий в некоторой облас-
ти. Вероятность кластеризации n событий из области x ≥ x0 в интервал
шириной 2∆x для всех допустимых значений y определим следующим
образом:

Wn(x0; ∆x) ≡
L∑

i=1

P (xi −∆x ≤ x ≤ xi + ∆x)

P (x0 ≤ x ≤ 1)

n

, (3.23)

P (a ≤ x ≤ b) =
∫ b

a
dx

∫ 1−x

0
dyF (x, y),

где L = x0/(2∆x) – полное число полос шириной 2∆x в области x ≥ x0,
xi = x0 + (2i − 1)∆x (i = 1, . . . , L) – среднее значение переменной x в
полосе. Оценка по формуле (3.23) вероятности кластеризации четырех
событий с параметрами x0 ' 0, 5 и ∆x ' 0, 025 дает W4(0, 5; 0, 025) =
1, 5 · 10−2, что не исключает возможности описания четырех событий,
приведенных в [102], в рамках стандартной модели. Дальнейшие экспе-
рименты полностью подтвердили согласие экспериментальных данных с
теоретическими расчетами, проведенными в стандартной электрослабой
теории.

В заключение проверим надежность результатов, полученных в при-
ближении главных логарифмов. С этой целью сравним расчеты для се-
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Таблица 3: Численные значения сечения процесса e+e− → µ+µ−γγ,
полученные в приближении главных логарифмов σLL и методом
Монте-Карло σMC [128].

mcut
γγ , ГэВ σLL, pkb σMC , pkb

40 0,0862 0,0816
50 0,0400 0,0351
55 0,0265 0,0225
60 0,0171 0,0141
65 0,0104 0,0080

чения процесса e+e− → µ+µ−γγ при энергиях, достигнутых на ускори-
телях LEP и SLC, 88, 2 ГэВ ≤ E ≤ 93, 8 ГэВ в системе центра масс анни-
гилирующей электрон-позитронной пары, проведенные методом Монте-
Карло [128], с оценками, полученными в приближении главных логариф-
мов. Для вычисления этой оценки воспользуемся выражением:

σLL ≈
σtot

δ1 + δ2
(arctg δ1 + arctg δ2)Br(Z → µ+µ−γγ),

σtot ≈
12π

m2
z

Γee

Γ
≈ 4 · 10−32 см2 = 4 · 104 pkb, (3.24)

δi =
2∆i

Γ
, i = 1, 2, mZ −∆1 ≤ E ≤ mZ + ∆2,

где Γee - ширина распада Z-бозона в электрон-позитронную пару, а зна-
чение для Br(Z → µ+µ−γγ) берется в приближении главных логариф-
мов [69, 70]. Численные значения этого сечения при различных значе-
ниях параметра обрезания mcut

γγ по инвариантной массе фотонной пары
приведены в таблице 3. Оценки, полученные в приближении главных ло-
гарифмов, при всех значениях mcut

γγ дают несколько завышенные, хотя и
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мало отличающиеся от численно рассчитанных, значения, то есть доста-
точно хорошо отражают реальную картину не только качественно, но и
количественно.
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Заключение

В диссертации изложены результаты теоретических исследований
многочастичных распадов тяжелых кваркониев и Z-бозона в рамках
стандартной теории электрослабых и сильных взаимодействий. Основ-
ные результаты и выводы работы заключаются в следующем:

1. Вычислена дифференциальная вероятность четырехчастичного силь-
ного кварк-глюонного распада n3S1(Q̄Q) → q̄qgg тяжелого ортокварко-
ния. Рассмотренный процесс идет в следующем по константе сильного
взаимодействия αs порядке теории возмущений по отношению к основ-
ному трехглюонному распаду n3S1(Q̄Q) → 3g. Полученное выражение
представлено в явно релятивистски инвариантой форме с учетом масс
конечных кварков.

2. Получены функции распределения по энергиям и углам разлета как
для кварков, так и для глюонов. Эти распределения анализировались в
применении к четырехструйным распадам J/ψ- и Υ-мезонов. Указывает-
ся на проявление коллинеарного усиления в кварковом распределении во
всех четырехчастичных кварк-глюонных распадах за исключением од-
ного Υ → c̄cgg, где эффект коллинеаризации кварков полностью отсут-
ствует как следствие влияния достаточно большой относительной массы
c-кварка в этом распаде. Также указывается на наличие инфракрасного
усиления как в кварковом, так и в глюонном распределениях.

3. Вычислены амплитуды и дифференциальные вероятности трехглю-
онного и кварк-глюонного распадов n1S0(Q̄Q) → 3g, q̄qg тяжелого пара-
кваркония, идущих в следующем по αs порядке теории возмущений по
отношению к основному двухглюонному распаду n1S0(Q̄Q) → 2g. Полу-
ченные выражения представлены в компактной форме.

4. Анализ функций распределения трехчастичных распадов параквар-
кония показал, что как трехглюонное, так и кварк-глюонное (в преде-
ле безмассовых конечных кварков) распределения содержат особенно-
сти полюсного типа, так что полные вероятности этих распадов расхо-
дятся. Это означает, что интегральная вероятность имеет физический
смысл только при условии усечения фазового объема родившихся ча-
стиц, устраняющего инфракрасную и коллинеарную расходимости. Для
кварков и глюонов такое усечение эквивалентно их адронизации в струи,
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оределяемые простейшей моделью – конусом. Вычисленная в этой мо-
дели полная вероятность трехглюонного распада имеет дважды лога-
рифмическую расходимость, обусловленную как испусканием мягкого
глюона, так и эффектом коллинеаризации глюонов. Полная вероятность
кварк-глюоного распада имеет всего лишь логарифмическую расходи-
мость за счет коллинеаризации безмассовых кварков.

5. Исследовано влияние массы родившихся кварков на кварк-глюон-
ный распад паракваркония. Вычисленное выражение для полной вероят-
ности использовано для получения оценок для распадов ηc- и ηb-мезонов.
Показано, что процесс ηc → s̄sg, идущий на партонном уровне с отно-
сительной вероятностью 12, 4%, полностью насыщает наблюдаемые на
эксперименте странные распады ηc-мезона вида ηc → K̄K+X с суммар-
ной относительной вероятностью < 13, 1%. Предсказываются значения в
13, 4% и 2, 5% для суммарных относительных вероятностей аналогичных
распадов ηb-мезона вида ηb → K̄K +X и ηb → D̄D +X.

6. Указывается на полное отсутствие коллинеарного усиления в рас-
паде ηb → c̄cg, обусловленное влиянием относительно большой массы
c-кварка mc/mb ' 0, 3 в конечном состоянии. В кварковых функциях
распределения для всех остальных распадов ηc- и ηb-мезонов наблюда-
ется подобное усиление. В глюонных функциях распределения наблю-
дается значительно более слвабо выраженное инфракрасное усиление,
связанное с испусканием мягкого глюона.

7. В приближении главных логарифмов вычислены дифференциаль-
ная и полная вероятности редкого четырехчастичного распада Z-бозона
Z → f̄fγγ. Построена функция распределения по инвариантным массам
фермионной mf̄f и фотонной mγγ пар, имеющая характерное “гребнеоб-
разное” поведение. Указывается на преимущественное распределение со-
бытий вблизи границы mf̄f +mγγ = mZ физической области указанных
инвариантных масс, что в действительности и наблюдается в соответ-
ствующих экспериментальных распределениях от распадов Z-бозона на
LEP.

Основные результаты данной диссертации содержатся в восьми пуб-
ликациях [64, 65, 66, 67, ?, 68, 69, 70], а также докладывались на на-
учных конференциях ОЯФ РАН по фундаментальным взаимодействиям
элементарных частиц (Москва, апрель 1994 г., октябрь 1995 г.), VIII меж-
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дународном семинаре “Кварки-94” (Владимир, май 1994 г.), IX междуна-
родном семинаре “Кварки-96” (Ярославль, май 1996 г.), 5 Ломоносовской
конференции по физике элементарных частиц “Элементарные частицы и
внешние поля” (Ярославль, апрель 1992 г.), 6 Ломоносовской конферен-
ции по физике элементарных частиц “Космомикрофизика и калибровоч-
ные поля” (Москва, август 1993 г.), обсуждались на семинарах НИИЯФ
МГУ, ПИЯФ.

В заключении выражаю благодарность моему научному руководите-
лю доценту Александру Дмитриевичу Смирнову за научное руководство
и внимание к работе.

Искреннюю признательность и благодарность хочется также выра-
зить профессору, доктору физ.-мат. наук Николаю Владимировичу Ми-
хееву за всестороннюю помощь, плодотворную совместную деятельность
и внимание к работе.
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Приложение А Алгебра SU(Nc)-группы

В этом приложении приводятся обозначения, используемые в алгеб-
рах непрерывных унитарных групп SU(Nc). Пусть T a – набор генерато-
ров группы SU(Nc), для которых выполняются следующие соотношения:

[T a, T b] = ifabcT c, (А.1)

{T a, T b} = dabcT c +
δab

Nc
, (А.2)

Sp(T aT b) =
1

2
δab ≡ TF δ

ab, (А.3)

∑
a

(T aT a)ij =
N 2

c − 1

2Nc
δij ≡ CF δij, (А.4)∑

cd

facdf bcd = Ncδ
ab ≡ CA δ

ab, (А.5)

∑
cd

dacddbcd =
N 2

c − 4

Nc
δab ≡ 4BF δ

ab, (А.6)
∑
abc

dabc(T aT bT c)ij = 2CFBF δij, (А.7)

∑
a

(T a)ij(T
a)kl =

1

2

(
δilδjk −

1

Nc
δijδkl

)
, (А.8)

Sp(T aT bT c) =
1

4

(
dabc + ifabc

)
, (А.9)∑

i

δii = Nc = CA, (А.10)
∑
a
δaa = N 2

c − 1 = 2CACF . (А.11)

В группе SU(3), лежащей в основе квантовой хромодинамики, опре-
деленные выше константы принимают следующие значения:

TF =
1

2
, CF =

4

3
, CA = 3, BF =

5

12
. (А.12)
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Приложение Б Вычисление интегралов по
двухчастичному инвариантному
фазовому пространству

При вычислении вероятностей распадов и сечений процессов полез-
ной может оказаться возможность проведения инвариантного интегри-
рования по фазовому пространству каких-либо двух частиц конечного
состояния.

Пусть p1 и p2 – четырехмерные импульсы какой-либо пары частиц в
конечном состоянии с массами m1 и m2 и энергиями ε1 =

√
~p 2

1 +m2
1 и

ε2 =
√
~p 2

2 +m2
2. Двухчастичный фазовый объем этих частиц определя-

ется релятивистски инвариантным интегралом вида:

Φ(2) =
∫
dΦ(2) =

∫
δ(4)(p− p1 − p2)

d3p1

ε1

d3p2

ε2

= 4
∫
δ(4)(p− p1 − p2) δ(p

2
1 −m2

1) δ(p
2
2 −m2

2) (Б.13)

× Θ(ε1 −m1) Θ(ε2 −m2) d
4p1 d

4p2.

В качестве введенной здесь функции Θ(x) принимается ступенчатая функ-
ция. Вычисление фазового объема Φ(2) (Б.13) удобно произвести в систе-
ме центра масс рассматриваемых частиц, где суммарный четырехмерный
импульс пары есть pµ = (p0,~0), что дает

Φ(2) = 2
∫
δ(p2

0 − 2p0ε1 +m2
1 −m2

2)
d3p1

ε1

=
4π

p0

∫
δ

p2
0 +m2

1 −m2
2

2p0
− ε1

 √
ε2
1 −m2

1 dε1 (Б.14)

= 2π

√√√√√
1− (m1 +m2)2

p2
0

 1− (m1 −m2)2

p2
0

.
Согласно определения (Б.13) фазовый объем Φ(2) содержит только один
внешний 4-вектор pµ, и поэтому должен являться только функцией p2.
Переход от выбранной нами системы центра масс родившихся частиц
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к произвольной системе отсчета сводится к следующей замене в (Б.14)
p2

0 → p2, что позволяет представить Φ(2) в релятивистски инвариантной
форме:

Φ(2) = 2πI12(p
2), (Б.15)

I12(p
2) =

√√√√√
1− (m1 +m2)2

p2

 1− (m1 −m2)2

p2

. (Б.16)

Помимо скалярного интеграла (Б.13) в расчетах встречаются также
векторные и тензорные интегралы, которые подобно фазовому объему
зависят только от одного внешнего 4-вектора pµ. Вычисление подобного
рода интегралов особого труда не составляет, и для справки приведем
их значения:

V (1)
µ =

∫
p1µ dΦ

(2) =
Φ(2)

2
(1 + ∆) pµ, (Б.17)

V (2)
µ =

∫
p2µ dΦ

(2) =
Φ(2)

2
(1−∆) pµ, (Б.18)

T (11)
µν =

∫
p1µp1ν dΦ

(2) = (Б.19)

=
Φ(2)

12

[
3 (1 + ∆)2 pµpν − I2

12(p
2gµν − pµpν)

]
,

T (22)
µν =

∫
p2µp2ν dΦ

(2) = (Б.20)

=
Φ(2)

12

[
3 (1−∆)2 pµpν − I2

12(p
2gµν − pµpν)

]
,

T (12)
µν =

∫
p1µp2ν dΦ

(2) =
∫
p2µp1ν dΦ

(2) = (Б.21)

=
Φ(2)

12

[
3
(
1−∆2

)
pµpν + I2

12(p
2gµν − pµpν)

]
,

где gµν – метрический тензор, и ∆ = (m2
1 −m2

2)/p
2.

Подобная методика может быть применена к вычислению интегралов
по фазовому объему с двумя внешними 4-векторами, например,

S1 =
∫ δ(4)(p− p1 − p2)

(P + p1)2

d3p1

ε1

d3p2

ε2
=
∫ dΦ(2)

(P + p1)2 . (Б.22)
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Как и в случае фазового объема (Б.13) вычисления удобно проводить в
системе отсчета, где внешние 4-векторы pµ и Pµ имеют вид: pµ = (p0,~0) и
Pµ = (P0, 0, 0,P). Если в качестве переменной интегрирования выбрать
u = cos θ, где θ – угол между векторами ~p1 и ~P , то интеграл (Б.22)
сводится:

S1 =
+1∫
−1

πp2I12 du

p2(P2 +m2
1) + (pP)(p2 +m2

1 −m2
2)− p2(pP)I12V u

(Б.23)

=
π

(pP)V
ln

∣∣∣∣∣∣p
2(P2 +m2

1) + (pP)(m2
1 −m2

2) + p2(pP)(1 + I12V )

p2(P2 +m2
1) + (pP)(m2

1 −m2
2) + p2(pP)(1− I12V )

∣∣∣∣∣∣
=

Φ(2)

2(pP)V I12
ln

∣∣∣∣∣1 + ∆ + µ1 + ρ+ V I12

1 + ∆ + µ1 + ρ− V I12

∣∣∣∣∣ ,
где использованы следующие обозначения

V =

√√√√√1− p2P2

(pP)2 , ρ =
P2

(pP)
, µi =

m2
i

(pP)
(i = 1, 2). (Б.24)

Аналогично вычисляются приведенные ниже интегралы:

S2 =
∫ dΦ(2)

[(P + p1)2]2
=

Φ(2)

(pP)2[(1 + ∆ + µ1 + ρ)2 − V 2I2
12]
, (Б.25)

S̃1 =
∫ dΦ(2)

(Pp1)
=

Φ(2)

(pP)V I12
ln

∣∣∣∣∣1 + ∆ + V I12

1 + ∆− V I12

∣∣∣∣∣ , (Б.26)

S̃2 =
∫ dΦ(2)

(Pp1)2 =
4Φ(2)

(pP)2 [(1 + ∆)2 − V 2I2
12]
, (Б.27)

Ṽ
(2)
1µ =

∫ p2µ dΦ
(2)

(Pp1)
=
S̃1

2
(1−∆) pµ (Б.28)

+
(1 + ∆)(pP)S̃1 − 2Φ(2)

2V 2(pP)2 [(pP)pµ − p2Pµ],

Ṽ
(2)
2µ =

∫ p2µ dΦ
(2)

(Pp1)2 =
S̃2

2
(1−∆) pµ (Б.29)
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+
(1 + ∆)(pP)S̃2 − 2S̃1

2V 2(pP)2 [(pP)pµ − p2Pµ],

T̃
(22)
1µν =

∫ p2µp2ν dΦ
(2)

(Pp1)
= − p2Φ(2)

4(pP)V 4

{
(1 + ∆)

[
V 2 gµν (Б.30)

+ 3(1 + V 2)
pµpν

p2 + 3(1− V 2)
PµPν

P2 − (3 + 2V 2)
pµPν + pνPµ

(pP)

]

− 4V 2∆

2 pµpν

p2 − pµPν + pνPµ

(pP)

 }

+
p2S̃1

8V 4

{
[(1 + ∆)2 − V 2I2

12]V
2 gµν

+ [3(1 + ∆)2 − V 2I2
12]

(1− V 2)

(
pµpν

p2 +
PµPν

P2

)
− pµPν + pνPµ

(pP)


− 2V 2

[(1− V 2)(1−∆)2 − 4]
pµpν

p2 + (1−∆2)
pµPν + pνPµ

(pP)

 },
T̃

(22)
2µν =

∫ p2µp2ν dΦ
(2)

(Pp1)2 =
p2Φ(2)

2V 4(pP)2 (Б.31)

×
V 2 gµν + (3− V 2)

pµpν

p2 + 3(1− V 2)
PµPν

P2 − 3
pµPν + pνPµ

(pP)


− p2S̃1

2V 4(pP)

{
(1 + ∆)

[
V 2 gµν + (3 + V 2)

pµpν

p2 + 3(1− V 2)
PµPν

P2

− (3− V 2)
pµPν + pνPµ

(pP)

]
− 2V 2∆

2 pµpν

p2 +
pµPν + pνPµ

(pP)

 }

+
p2S̃2

8V 4

{
[(1 + ∆)2 − V 2I2

12]V
2 gµν

+ [3(1 + ∆)2 − V 2I2
12]

(1− V 2)

(
pµpν

p2 +
PµPν

P2

)
− pµPν + pνPµ

(pP)


− 2V 2

[(1− V 2)(1−∆)2 − 4]
pµpν

p2 + (1−∆2)
pµPν + pνPµ

(pP)

 }.
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Приложение В Дилогарифм Эйлера

При вычислениях вероятностей или сечений многочастичных распа-
дов, а также при учете петлевых поправок могут возникнуть интегралы
от логарифмов, не сводящиеся к элементарным функциям, а выража-
ющиеся через специальные функции. В частности, дилогарифм Эйлера
Li2(x) возникает в интегралах вида:

∫ ln(a0 + a1x)

b0 + b1x
dx =

1

b1

[
ln
a0b1 − a1b0

d
ln(b0 + b1x) (В.32)

− Li2

− a1(b0 + b1x)

a0b1 − a1b0

 ].
За определение дилогарифма Li2(x) принимается интеграл:

Li2(x) ≡ −
1∫

0

ln(1− xt)

t
dt = −

x∫
0

ln(1− t)

t
dt. (В.33)

Отметим, что определенный уравнением (В.33) дилогарифм Li2(x) на-
прямую связан с так называемой функцией Спенса L(x):

L(x) ≡ −
x∫

1

ln(1 + t)

t
dt = Li2(−1)− Li2(−x). (В.34)

Значение дилогарифма Li2(x) в точках x = ±1 выражается через
дзета-функцию Римана ζ(n)

Li2(1) =
∞∑

k=1

1

k2 ≡ ζ(2) =
π2

6
, (В.35)

Li2(−1) = −1

2
ζ(2) (В.36)

При вычислениях вероятностей, а также при получении их численных
оценок могут оказаться полезными следующие функциональные соотно-
шения:

Li2(1− x) + Li2(x) = ζ(2)− lnx ln(1− x), 0 < x < 1, (В.37)
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Li2
(
−1

x

)
+ Li2(−x) = −1

2
ln2 x− ζ(2), x > 0, (В.38)

Li2
(
1− 1

x

)
+ Li2(1− x) = −1

2
ln2 x, x > 0, (В.39)

Li2(x2) = 2[Li2(x) + Li2(−x)], (В.40)

Li2
(

1

1 + x

)
− Li2(−x) = lnx ln(1 + x) (В.41)

−1

2
ln2(1 + x) + ζ(2),

Li2
(

x

1 + x

)
+ Li2(−x) = −1

2
ln2(1 + x), (В.42)

Li2
(
1− x

1 + x

)
− Li2

(
−1− x

1 + x

)
= Li2(−x)− Li2(x) (В.43)

− lnx ln(1− x) + lnx ln(1 + x) +
3

2
ζ(2),

Li2(x(1− x)) + Li2

− x2

1− x

− Li2(−x2) = (В.44)

−3Li2(−x)− 2Li2(x)−
1

2
ln2(1− x),

Li2
(

x

1− x

y

1− y

)
= Li2

(
x

1− y

)
+ Li2

(
y

1− x

)
(В.45)

−Li2(x)− Li2(y)− ln(1− x) ln(1− y), x, y > 0,

Исходя из определения (В.33) видно, что дилогарифм Li2(x) является
вещественной функцией при x ≤ 1. Принимая во внимание поведение
логарифмической функции в области отрицательных значений ее аргу-
мента −∞ ≤ z ≤ 0

ln(z + iε)|ε→+0 = ln |z|+ iπΘ(−z), (В.46)

легко заметить, что функция Li2(x) становится комплексной при x > 1,
и ее мнимая часть есть

Im Li2(x+ iε)|ε→+0 = πΘ(x− 1) lnx. (В.47)

В интервале значений 0 < x < 1 все функции, фигурирующие в соотно-
шениях (В.37)-(В.45), – вещественны. Однако эти соотношения остаются
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в силе для любых значений x при условии корректного аналитическо-
го продолжнения задействованных функций. Например, при 0 < x < 1
получим

Li2
(

1

x+ iε

) ∣∣∣∣∣
ε→+0

= Li2
(

1

x
− iε

) ∣∣∣∣∣
ε→+0

=

−Li2(x)− ζ(2)− 1

2
ln2(−x− iε)|ε→+0 = (В.48)

−Li2(x)−
1

2
ln2 x+ 2ζ(2) + iπ lnx.

В круге единичного радиуса комплексного аргумента |z| < 1 дилогарифм
Эйлера Li2(x) (В.33) определяется рядом

Li2(z) =
∞∑

k=1

zk

k2 . (В.49)

При сравнении результатов, существующих в литературе, могут ока-
заться полезными следующие соотношения между дилогарифмами фик-
сированных аргументов [93]:

Li2
(
1

2

)
= −1

2
ln2 2 +

π2

12
,

Li2
(
1

3

)
= −1

2
ln2 3

2
+ b2,

Li2
(
−1

3

)
=

1

2
ln2 3− ln2 3

2
+ 2b2 −

π2

6
,

Li2
(
2

3

)
=

1

2
ln2 2− 1

2
ln2 3− b2 +

π2

6
, (В.50)

Li2
(
1

4

)
= − ln2 2− 2b2 +

π2

6
,

Li2
(
3

4

)
= 2 ln 2 ln 3− 3 ln2 2 + 2b2,

где b2 ≡ −Li2(−1/2) = 0.4484142069.
Следует отметить, что наиболее полное исследование дилогарифма и

связанных с ним функций можно найти в книге [141].
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Приложение Г Вычисление функции распределения
по mff и mγγ в приближении главных
логарифмов в распаде
Z → f̄fγγ

При распаде Z-бозона Z → f̄fγγ (3.12) на достаточно энергичные
как фотоны, так и фермионы с малыми углами разлета между одним
из фотонов и фемионом и другим фотоном и антифермионом квадрат
амплитуды распада можно представить в виде:

1

3

∑
λ

|M|2 ≈ 4f(u, v)

m4ab
, (Г.51)

где m – масса Z-бозона. В выражении (Г.51) в качестве переменных ин-
тегрирования использованы безразмерные инвариантные массы родив-
шихся частиц:

a =
(p1 + k1)

2

m2 , b =
(p2 + k2)

2

m2 , (Г.52)

u =
(k1 + k2)

2

m2 , v =
(p1 + p2)

2

m2 ,

построенные из следующего набора четырехмерных импульсов: p1µ =
(E1, ~p1) и p2µ = (E2, ~p2) – 4-импульсы фермиона и антифермиона, k1µ =

(ω1, ~k1) и k2µ = (ω2, ~k2) – 4-импульсы фотонов в соответствии с рис. 16.
Переменные u и v связаны с переменными x и y, введенными в (3.13),
соотношениями u = x2 и v = y2.

Дифференциальная вероятность четырехчастичного распада Z-бозо-
на имеет вид:

dΓ =
8

(4π)8m

1

3

∑
λ

|M|2
 δ(4)(P−p1−p2−k1−k2)

d~p1d~p2d~k1d~k2

E1E2ω1ω2
, (Г.53)

где Pµ – 4-импульс Z-бозона. Переход от интегрирования по фазовому
пространству конечных частиц к интегралу по введенному выше набору



— 90 —

инвариантных масс (Г.52) можно осуществить при помощи интегральных
единиц вида:

1 =
∫
δ(4)(p− p1 − p2) d

4p =
∫
δ(4)(p− p1 − p2) δ(p

2 −m2v)m2dv d4p

=
∫
δ(4)(p− p1 − p2)

m2dv d~p

2p0
,

1 =
∫
δ(4)(P1 − p1 − k1) d

4P1 =
∫
δ(4)(P1 − p1 − k1)

m2da d ~P1

2ε1
, (Г.54)

1 =
∫
δ(4)(P2 − p2 − k2) d

4P2 =
∫
δ(4)(P1 − p2 − k2)

m2db d ~P2

2ε2
,

1 =
∫
δ(k2 −m2u)m2du.

Выражениия (Г.54) фактически определяют следующий набор четырех-
мерных векторов: k = P − p, P2 = P − P1, p2 = p − p1, k1 = P1 − p1

и k2 = P − p− P1 + p1. Подстановка введенных интегральных единиц в
выражение для вероятности распада (Г.53) и взятие интегралов по че-
тырехмерным δ-функциям приводит к следующему результату:

dΓ =
m3

4(2π)8 f(u, v) du dv
da

a

db

b
dJ, (Г.55)

dJ = δ(k2 −m2u) δ(P2
2 −m2b) δ(p2

2) δ(k
2
1) δ(k

2
2)
d~p1 d~p d ~P1

E1 p0 ε1
. (Г.56)

Интегрирование по области, удаленной от границы
√
u+

√
v = 1

Интеграл (Г.56) удобно вычислять в системе покоя Z-бозона Pµ =
(m, 0, 0, 0), выбрав систему координат таким образом, чтобы вектора ин-
тегрирования приняли следующий вид:

p1µ = (E1, 0, 0, E1),

pµ = (p0, 0, p sin θ1, p cos θ1), (Г.57)
P1µ = (ε1,P1 sin θ2 cosφ,P1 sin θ2 sinφ,P1 cos θ2),
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где p = |~p| и P1 = | ~P1|. Считая значения переменных a и b малыми и
пренебрегая их зависимостью в аргументах δ-функций, интеграл (Г.56)
легко вычисляется:

J ≈
∫ 1

2m
δ

[
p0 −

m

2
(1− u+ v)

]
1

2m
δ

[
ε1 −

m

2

]

× 1

2E1p
δ

cos θ1 −
2E1p0 −m2v

2e1p

 1

2E1P1
δ [cos θ2 − 1]

× E1

m2
√
I
δ

[
E1 −

m

4
(1− x+ y +

√
I)

]
(Г.58)

× 2(2π)3E1 dE1 p dp0P1 dε1 d cos θ1 d cos θ2

=
(2π)3

16m4
√
I
,

где I =
√

(1 +
√
u+

√
v) (1 +

√
u−

√
v) (1−

√
u+

√
v) (1−

√
u−

√
v).

Подстановка выражения (Г.58) в вероятность распада (Г.55) приводит к
результату:

dΓ =
f(u, v) du dv

2(4π)5m
√
I

da

a

db

b
. (Г.59)

Дальнейшее интегрирование по инвариантным массам фермион-фотон-
ных пар a и b труда не представляет и дает вероятность распада Z →
f̄fγγ (3.14) в приближении главных логарифмов.

Интегрирование вблизи границы физической области
√
u+

√
v = 1

Следует заметить, что вероятность (Г.59) имеет корневую особенность
(∼ 1/

√
I) на границе физической области изменения инвариантных масс

фотонной и фермионной пар (
√
u +

√
v = 1). Это указывает на непри-

менимость полученного выражения (Г.59) вблизи границы физической
области изменения этих инвариантных переменных. Для получения кор-
ректного выражения необходимо вычислять интеграл J (Г.56) при усло-
вии, что

√
u+

√
v ≈ 1.

Введенный в (Г.57) набор переменных интегрирования остается тем
же самым. Отличие от проведенного выше расчета состоит в том, что
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пространственная компонента ~p вектора pµ становится пренебрежимо ма-
лой, и эффективно ее можно положить равной нулю в аргументах всех
δ-функций. В этом случае пренебрегать переменными a и b в аргументе
δ(k2

2) уже нельзя. Тогда для интеграла J получим следующий результат:

J ≈
∫ 1

2m
δ

[
p0 −

m

2
(1− u+ v)

]
1

2m
δ

[
ε1 −

m

2

]

× 1

2p0
δ

[
E1 −

p0

2

]
1

2E1P1
δ [cos θ2 − 1]

1

m2
√
u
δ [b− a] (Г.60)

× 4(2π)3E1 dE1 p dp0P1 dε1 d cos θ2

=
(2π)3

8m4

√
I√
uv

δ(b− a).

При получении последнего выражения были использованы соотношения
p = m

√
I/2 и p0 ≈ m

√
v. В этом случае дифференциальная вероятность

распада (Г.55) примет вид:

dΓ =
f(u, v)

√
I du dv

(4π)5m
√
uv

da

a2 . (Г.61)

Интеграл по инвариантной массе a фермион-фотонной пары легко берет-
ся, что дает функцию распределения по инвариантным массам фермион-
ной и фотонной пар вблизи границе физической области их изменения
(3.16). Интересно, что характер поведения вероятности распада суще-
ственно изменился по сравнению с предсказываемым выражением (Г.59)
– рост дифференциальной вероятности, обусловленный наличием корне-
вой особенности, cменился падением до нуля по корневому закону при
приближении к границе

√
u+

√
v = 1.
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